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The asymptoti
 behavior of solutions of the problem des
ribing small motions of vis
ousin
ompressible �uid, �lling the domain Ω, with a large number of small solid intera
tingparti
les 
on
entrated in a small neighborhood of some smooth surfa
e Γ ⊂ Ω is studied.We prove that under 
ertain 
onditions, the limit of those solutions satis�es the originalequations in domain Ω \ Γ together with some homogenized boundary 
onditions (
onju-gation 
onditions) on Γ.Âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i, ùî îïèñó¹ ìàëi ðóõè â'ÿçêî¨íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè, ÿêà çàïîâíþ¹ îá'¹ì Ω, ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ çìóëåíèõ ó íiéäðiáíèõ òâåðäèõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòîê, ùî êîíöåíòðóþòüñÿ ó ìàëîìó îêîëi äåÿêî¨ãëàäêî¨ ïîâåðõíi Γ ⊂ Ω. Äîâåäåíî, ùî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ãðàíèöÿ öèõ ðîç'ÿçêiâçàäîâîëüíÿ¹ âèõiäíi ðiâíÿííÿ â îáëàñòi Ω \ Γ òà äåÿêi óñåðåäíåíi êðàéîâi óìîâè òèïóóìîâ ñïðÿæåííÿ íà Γ.0ÓÄÊ 517.9 1



Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ìàëûåäâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé îáú¼ì Ω, ñ áîëüøèì ÷èñëîìâçâåøåííûõ â íåé ìåëêèõ òâ¼ðäûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîíöåíòðèðóþùèõñÿâ ìàëîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Γ ⊂ Ω. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèîïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïðåäåë ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíûìóðàâíåíèÿì â îáëàñòè Ω \ Γ è íåêîòîðûì óñðåäí¼ííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì òèïàóñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà Γ.
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1. ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîéñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, îïèñûâàþùåé íåñòàöèîíàðíûå ìàëûå êîëåáàíèÿ âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáú¼ìå ñ ìåëêèìè òâ¼ðäûìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìèâáëèçè íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîéïîñðåäñòâîì óïðóãèõ ñèë.Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè òðàíñïîðòèðîâêè æèäêîñòåé â ðàçëè÷íûõêîíòåéíåðàõ. Äëÿ äåìï�èðîâàíèÿ êîëåáàíèé æèäêîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûåïåðåãîðîäêè ñ äûðêàìè, ñåòêè è ò.ä. (ñì. [1℄-[4℄). Òàê, â ðàáîòå [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåãîðîäêèñ ãóñòî ðàñïîëîæåííûìè ìåëêèìè äûðêàìè âûçûâàþò óìåíüøåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèéèäåàëüíîé æèäêîñòè. Ìåòîä ðàñ÷¼òà êîëåáàíèé æèäêîñòè â îáú¼ìàõ ñ ïåðåãîðîäêàìèîñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ý��åêòèâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ýêâèâàëåíòíûõäåéñòâèþ ïåðåãîðîäêè.Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè âîáëàñòè ñ óïðóãîé ñèñòåìîé, äåéñòâèå êîòîðîé ïîäîáíî ïåðåãîðîäêàì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ýòà ñèñòåìà îáðàçîâàíà ìàëåíüêèìè òâ¼ðäûìè øàðîîáðàçíûìè ÷àñòèöàìè,âçàèìîäåéñòâóþùèìè ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì óïðóãèõ ñèë (íàïðèìåð, ïðóæèí).Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â âûâîäå ý��åêòèâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè,âáëèçè êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ ÷àñòèöû. Èñïîëüçóÿ òàêèå óñëîâèÿ, ìîæíî èçó÷èòüâîçìóùåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé æèäêîñòè, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñäåëàòü â ñëåäóþùåé ðàáîòå.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âèä ýòèõ óñëîâèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóðàçìåðàìè ÷àñòèö è ñðåäíèìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè (â ñëó÷àå êðèòè÷åñêè ìàëîãîðàçìåðà ÷àñòèö âèä ýòèõ óñëîâèé êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ). Äëÿ âûâîäà ý��åêòèâíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé æèäêîñòèñ ÷àñòèöàìè, êîãäà ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è èõ ðàçìåðû ñòðåìÿòñÿ êíóëþ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïèñûâàåòñÿ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìèÍàâüå-Ñòîêñà ñ ý��åêòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïëîñêîñòè, âáëèçè êîòîðîéðàñïîëîæåíû ÷àñòèöû.Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [5℄-[7℄ ïðèèçó÷åíèè çàäà÷ î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè÷àñòèöàìè, ðàñïðåäåë¼ííûìè âíóòðè âñåãî îáú¼ìà, çàíÿòîãî æèäêîñòüþ. Òàêèå çàäà÷è,êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé (ñì.òàêæå [8℄-[11℄).�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 äà¼òñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è �îðìóëèðóåòñÿîñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â �3 ââîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà óïðóãîéñèñòåìû, îáðàçîâàííîé âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè. Â ��4-5 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿòåîðåìà, à â �6 êîý��èöèåíòû â ý��åêòèâíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè âû÷èñëÿþòñÿ â ÿâíîìâèäå äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö.3



2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è �îðìóëèðîâêà îñíîâíîãîðåçóëüòàòàÏóñòü Ω- îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R
3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà îáëàñòüçàïîëíåíà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, â ñêîëü óãîäíî ìàëîéîêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè Γ âíóòðè ýòîé îáëàñòè ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî

N ε = ε−2 ìàëûõ øàðîîáðàçíûõ òâ¼ðäûõ òåë Qi
ε, îãðàíè÷åííûõ ñ�åðàìè Si

ε = ∂Qi
ε(i = 1, 2, . . . , N ε). Ïàðàìåòð ε õàðàêòåðèçóåò ìèêðîñòðóêòóðó ñìåñè òàêèì îáðàçîì, ÷òîðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè ÷àñòèöàìè èìåþò ïîðÿäîê ε, à ðàäèóñû ÷àñòèö- ïîðÿäîê

εα, 1 ≤ α ≤ 2. Ïîñêîëüêó òåëà èìåþò ìàëûé ðàçìåð, áóäåì íàçûâàòü èõ ÷àñòèöàìè.Ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö Qi
ε ∈ Ω îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðàìè xi èõ öåíòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé áëàãîäàðÿ öåíòðàëüíûì ñèëàì, è âåêòîðû xi

εñîîòâåñòâóþò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìîìó ìèíèìóìîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèâçàèìîäåéñòâèÿ, ò.å. Hε(x
i
ε) = minHε(x

i).Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîèò èç ñóìì âçàèìîäåéñòâèé öåíòðîâ ÷àñòèö xi
ε ∈ Qi

εè xj
ε ∈ Qj

ε. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
Hε(u

i) = Hε(0) +
1

2

∑

i,j
j 6=i

〈

Cij
ε [ui − uj], [ui − uj]

〉

, (2.1)ãäå ui = xi − xi
ε- ñìåùåíèÿ ÷àñòèö, Cij

ε - ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöàâçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. äàëåå), ñêîáêè 〈 , 〉 îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
3.Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòèöû Qj

ε ñîâïàäàþò ñ ÷àñòÿìè ∂Ωj
εíåïîäâèæíîé ãðàíèöû ∂Ω, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåùåíèÿ uj

ε ðàâíû íóëþ (â ñèëó êðàåâîãîóñëîâèÿ íà ∂Ω). Òîãäà ñèñòåìà ÷àñòèö èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ {xi
ε}Nε

i=1.Ââåä¼ì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ωε = Ω \

Nε
⋃

i=1

Qi
ε- îáëàñòü, çàïîëíåííàÿ æèäêîñòüþ;

ρ- óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè;
µ- äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè;
ρs- óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ÷àñòèö;
mi

ε = ρs|Qi
ε|- ìàññà ÷àñòèöû Qi

ε;
θi

ε- âåêòîð óãëà ïîâîðîòà ÷àñòèöû Qi
ε;

ri
ε- ðàäèóñ ÷àñòèöû Qi

ε;
I i

ε
=

2

5
mi

ε(r
i
ε)

2- ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû Qi
ε.Òîãäà ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìàëûå íåñòàöèîíàðíûåäâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ òâ¼ðäûìè ÷àñòèöàìè, èìååò âèä:

ρ
∂vε

∂t
− µ∆vε = ∇pε, divvε = 0 â Ωε; (2.2)4



vε = u̇i
ε + θ̇

i

ε × (x− xi
ε) íà ÷àñòèöàõ; (2.3)

mi
εü

i
ε +

∫

Si
ε

σ[vε]νds = −∇uiHε; (2.4)
I i
εθ̈

i

ε +

∫

Si
ε

(x− xi
ε) × σ[vε]νds = −∇θiHε(≡ 0), (2.5)ãäå vε = vε(x, t)- ñêîðîñòü æèäêîñòè, pε = pε(x, t)- äàâëåíèå, ui

ε- ñìåùåíèå öåíòðà i-é ÷àñòèöû, u̇i
ε =

dui
ε

dt
- ñêîðîñòü öåíòðà i-é ÷àñòèöû, üi

ε =
d2ui

ε

dt2
- óñêîðåíèå öåíòðà i-é÷àñòèöû è θ̇

i

ε- ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû. ×åðåç ν îáîçíà÷åí åäèíè÷íûéâåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ñ�åðå Si
ε, à ÷åðåç σ[vε]- òåíçîð íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè.Êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê σ[vε]ij = µ

[

∂vεi

∂xj
+

∂vεj

∂xi

]

−pεδij (i, j = 1, 2, 3).Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ Hε îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (2.1).Ñèñòåìà (2.2)-(2.5) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
vε(x, 0) = vε0(x), x ∈ Ωε;

ui
ε(0) = 0, u̇i

ε(0) = ui
ε1, θi

ε(0) = 0, θ̇
i

ε(0) = θi
ε1 (2.6)è êðàåâûì óñëîâèåì íà ∂Ω

vε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω. (2.7)Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {vε(x), u
i
ε, θ

i
ε, i = 1, 2, . . . , N ε} çàäà÷è (2.2)-(2.7).�ëàâíîé öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿïðè ε→ 0.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñû ÷àñòèö èìåþò ïîðÿäîê εα, 1 ≤

α ≤ 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ÷àñòèö íåêðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà (1 ≤ α < 2) ÷àñòèöûäâèæóòñÿ êàê áû "âëèïàÿ"â íåñóùóþ æèäêîñòü (ñðåäíèå ñêîðîñòè ÷àñòèö è æèäêîñòèîêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè), à â ñëó÷àå ÷àñòèö êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ε2 (÷àñòèöû ìåíüøåãîðàçìåðà íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà æèäêîñòü) æèäêîñòü ñ ÷àñòèöàìè äâèæåòñÿ â ðåæèìå�èëüòðàöèè (ñðåäíèå ñêîðîñòè ÷àñòèö è æèäêîñòè îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè). Ïðèâåä¼ìòåïåðü êà÷åñòâåííóþ �îðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.Â ñëó÷àå ÷àñòèö íåêðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìèîïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
ρ
∂v

∂t
− µ∆v = ∇p, x ∈ Ω \ Γ, t > 0; (2.8)div v = 0 x ∈ Ω, t > 0; (2.9)

[

µ
(∂v1

∂x3

+
∂v3

∂x1

)

]−

+
=

2
∑

p,q,r=1

∂

∂xp

{

t
∫

0

a1pqr(x, t− τ)eqr[v(x, τ)] dτ
}

, x ∈ Γ, t > 0; (2.10)5



[

µ
(∂v2

∂x3

+
∂v3

∂x2

)

]−

+
=

2
∑

p,q,r=1

∂

∂xp

{

t
∫

0

a2pqr(x, t− τ)eqr[v(x, τ)] dτ
}

, x ∈ Γ, t > 0; (2.11)
2µ

[∂v3

∂x3

]−

+
=

[

p
]−

+
,
[

v
]−

+
= 0, x ∈ Γ, t > 0; (2.12)

v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0; (2.13)
v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω. (2.14)Â ñëó÷àå ÷àñòèö êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìèîïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

ρ
∂v

∂t
− µ∆v = ∇p, x ∈ Ω \ Γ, t > 0; (2.15)div v = 0 x ∈ Ω, t > 0; (2.16)

[

σn3[v]
]−

+
= C(x)

(

wn − vn

)

, n = 1, 2, 2µ
[∂v3

∂x3

]−

+
=

[

p
]−

+
,
[

v
]−

+
= 0, x ∈ Γ, t > 0; (2.17)

2
∑

p,q,r=1

∂

∂xp

{

bnpqr(x)eqr[

t
∫

0

w(x, τ)] dτ
}

= C(x)
(

wn − vn

)

, n = 1, 2, x ∈ Γ, t > 0; (2.18)
v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0; (2.19)
v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (2.20)ãäå [

•
]−

+
îáîçíà÷àåò ñêà÷îê �óíêöèè íà ïîâåðõíîñòè Γ ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè Ω− âîáëàñòü Ω+, {anpqr(x, t)}2

n,p,q,r=1- íåïðåðûâíûé ïî x ∈ Γ è t > 0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûéòåíçîð â R
2, {bnpqr(x)}2

n,p,q,r=1- íåïðåðûâíûé ïî x ∈ Γ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûéòåíçîð â R
2, à C(x) > 0- íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãîðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö êîìïîíåíòû òåíçîðîâ {anpqr(x, t)} è {bnpqr(x)} ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû æ¼ñòêîñòè ñâÿçåé ìåæäó ÷àñòèöàìè. Íèæå áóäåòäàíî òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ âåëè÷èí è ïðèâåäåíà ñòðîãàÿ �îðìóëèðîâêà îñíîâíîãîðåçóëüòàòà.Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðèâåä¼ì òîëüêî äëÿ íåêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Íî ïåðåä ýòèì ââåä¼ìíåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ.
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3. Ëîêàëüíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêàÎáîçíà÷èì ÷åðåç di
ε ðàññòîÿíèå îò ÷àñòèöû Qi

ε äî îñòàëüíûõ ÷àñòèö è ãðàíèöû ∂Ω, ò.å.
di

ε = dist{Qi
ε,

⋃

j 6=i

Qi
ε

⋃

∂Ω}.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.I. �åîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ.1) Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < C1, C2, C3 <∞, íå çàâèñÿùèå îò ε è òàêèå, ÷òî
C1ε ≤ di

ε ≤ C2ε; (3.1)
ri
ε ≤ C3ε

α, 1 ≤ α < 2. (3.2)2) Èìååò ìåñòî òîëüêî áëèçêîå âçàèìîäåéñòâèå, òàê ÷òî öåíòð êàæäîé ÷àñòèöû xi
ε(äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè öåíòðû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à ñàìàýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ) ñâÿçàí ðåáðàìè íåêîòîðîãî ïëîñêîãî ãðà�à Γ̃ ñöåíòðàìè íåêîòîðûõ äðóãèõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, ìåíüøèõ Cε, ãäå C > 0-�èêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε. Áîëåå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðà�û,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òðèàíãóëÿöèè. Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γìîæåò áûòü ðàçáèòà íà òðåóãîëüíèêè, ÷üè âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì xi

ε, à ñòîðîíû-íåêîòîðûì ð¼áðàì ãðà�à Γ̃, ïðè÷¼ì óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàíîìåðíîïî ε îòäåëåíû îò íóëÿ.II. Óñëîâèÿ íà âçàèìîäåéñòâèÿ.1) ×àñòèöû Qi
ε i Qj

ε âçàèìîäåéñòâóþò, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà O(ε)äðóã îò äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ Cij
ε = 0, åñëè dist(Qi

ε, Q
j
ε) ≥

C1ε (C1 > 0). Â ÷àñòíîñòè, ÷àñòèöû, ñâÿçàííûå îáùèì ðåáðîì ñèìïëåêñà, îáÿçàòåëüíîâçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé.2) Ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ Cij
ε ÷àñòèö Qi

ε i Qj
ε ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðàïðîåêòèðîâàíèÿ íà âåêòîð xi

ε −xj
ε ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ

kij
ε

|xi
ε − x

j
ε|
, ò.å.

Cij
ε u = kij

ε

〈 u

|xi
ε − x

j
ε|
, eij

〉

eij, ∀u ∈ R
3. (3.3)Çäåñü eij =

xi
ε − xj

ε|
|xi

ε − x
j
ε|
, à êîý��èöèåíòû kij

ε îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
kij

ε = kijε, k1 ≤ kij ≤ k2, (3.4)ãäå ïîñòîÿííûå k2 ≥ k1 > 0 íå çàâèñÿò îò ε.Ââåä¼ì òåïåðü êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó óïðóãîé "ñåòêè", îáðàçîâàííîéâçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè. Êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñîê ïëîñêîñòè (íàïðèìåð, x3 = 0) è ðàçáèâàåò îáëàñòü Ω íà7



ïîäîáëàñòè Ω+ è Ω− (Ω = Ω+∪Ω−∪Γ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(y, h) = K
y

h êâàäðàò â ïëîñêîñòè
Γ ñî ñòîðîíîé äëèíû h > 0 (ε ≪ h ≪ 1) è öåíòðîì â òî÷êå y ∈ Γ. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòèïîëàãàåì, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì x1 è x2. ×åðåç âñå òî÷êè
K(y, h) ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðû ê Γ äëèíîé δ > 0 (ε≪ δ ≪ h) â ðàçíûå ñòîðîíû îò Γ (èõêîíöû îáðàçîâûâàþò êâàäðàòû K+

δ (y, h) è K−
δ (y, h)). Ñëîé â Ω, çàïîëíåííûé óêàçàííûìèîòðåçêàìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îáîçíà÷èì T (K(y, h), δ).Ââåä¼ì òåïåðü ìíîæåñòâî âåêòîð-�óíêöèé

J
ϕ,T
ε [T (K(y, h), δ)] =

{

wε ∈ H1
(

T (K(y, h), δ)
)

: divwε = 0, x ∈ T (K(y, h), δ);

wε(x) = wi
ε + vi

ε × (x− xi
ε), x ∈ Qi

ε; wε(x) =
3

∑

n,p=1

ϕnp(x− y)Tnp, x ∈ K±
δ (y, h)

}

,ãäå wi
ε è vi

ε- ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåêòîðû,
ϕnp(x) =

1

2
(xpe

n + xne
p) − δnp

3

3
∑

k=1

xke
k, (3.5)à T = {Tnp}- ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.�àññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â ýòîì êëàññå ñëåäóþùåãî �óíêöèîíàëà:

Aτ
εδh(wε, y, λ, T ) = ET (K(y,h),δ)[wε, wε] +

1

λ
Iε
T (K(y,h),δ)[wε, wε]+

+P
ετT

T (K(y,h),δ)

[

wε(x) −
3

∑

n,p=1

Tnpϕ
np(x− y), wε(x) −

3
∑

q,r=1

Tqrϕ
qr(x− y)

]

, (3.6)ãäå
EG[uε, vε] = 2µ

∫

G

3
∑

k,l=1

ekl[uε]ekl[vε]dx, (3.7)
Iε
G[uε, vε] =

1

2

∑

i,j G

〈Cij
ε [uε(x

i
ε) − uε(x

j
ε)], vε(x

i
ε) − vε(x

j
ε)〉, (3.8)

P
ετT

T (K(y,h),δ)[uε, vε] = h−2−τε2
∑

i T (K(y,h),δ)

〈uε(x
i
ε), vε(x

i
ε)〉 + h−2−τ

∫

T (K(y,h),δ)

〈uε(x), vε(x)〉 dx,(3.9)
ekl[u] =

1

2

(∂uk

∂xl

+
∂ul

∂xk

), ñóììà ∑

i G

ñîîòâåòñòâóåò ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì ÷àñòèöàì
Qi

ε ⊂ G, ðàñïîëîæåííûì âíóòðè îáëàñòè G, 0<τ<2, λ > 0. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ �óíêöèîíàë (3.6); ìèíèìóìýòîãî �óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé êîìïîíåíò òåíçîðà T :8



min
wε∈J

ϕ,T

ε [T (K(y,h),δ)]

Aτ
εδh(wε, y, λ, T ) =

3
∑

n,p,q,r=1

aτ
npqr(y, λ, ε, δ, h)TnpTqr, (3.10)ãäå aτ

npqr(y, λ, ε, δ, h)- êîìïîíåíòû òåíçîðà ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì
aτ

npqr(y, λ, ε, δ, h) = ET (K(y,h),δ)[w
np, wqr] +

1

λ
Iε
T (K(y,h),δ)[w

np, wqr]+

+P
ετT

T (K(y,h),δ)

[

wnp(x) − ϕnp(x− y), wqr(x) − ϕqr(x− y)
]

. (3.11)Çäåñü wnp(x)- âåêòîð-�óíêöèÿ èç Jϕ,T
ε [T (K(y, h), δ)], ìèíèìèçèðóþùàÿ �óíêöèîíàë (3.6)ïðè T = T np =

1

2
(en ⊗ ep + ep ⊗ en); en (n = 1, 2, 3)- îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R

3.Òåïåðü ïî ðåøåíèþ {vε(x, t), u
i
ε, θ

i
ε, i = 1, Nε} çàäà÷è (2.2) − (2.7) ïîñòðîèì âåêòîð-�óíêöèþ

ṽε(x, t) = χε(x)vε(x, t) +
Nε
∑

i=1

χi
ε(x)[u̇

i
ε + θ̇

i

ε × (x− xi
ε)], (3.12)ãäå χε(x)- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ îáëàñòè Ωε, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, à χi

ε(x)-õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ÷àñòèöû Qi
ε.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:2.1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ âåêòîð-�óíêöèé ṽε0(x) = ṽε(x, 0) ïðè ε→ 0 ñõîäèòñÿâ L2(Ω) ê âåêòîð-�óíêöèè v0(x).2.2) äëÿ êàæäîãî λ > 0 è íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî τ > 0 ðàâíîìåðíî ïî x ∈ Γñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

aτ
npqr(x, λ, ε, δ, h)

h2
= lim

h→0
lim
δ→0

lim
ε→0

aτ
npqr(x, λ, ε, δ, h)

h2
= anpqr(x, λ),ãäå {anpqr(x, λ)}- íåïðåðûâíûé ïî x ∈ Γ è λ > 0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé òåíçîð.Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ (3.3) è (3.11), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî a3pqr = an3qr = anp3r = anpq3 =

0 (n, p, q, r = 1, 3).Ïðèâåä¼ì òåïåðü ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2.1)-2.2). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé ṽε(x, t), îïðåäåë¼ííàÿ â (3.12), ñõîäèòñÿ ñëàáî â L2(Ω× [0, T ]) (äëÿ ëþáîãî T > 0)ê âåêòîð-�óíêöèè v(x, t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.8)-(2.14).Çàäà÷à (2.8) − (2.14) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â ��3-5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (�3),äàþùåãî ñòàöèîíàðíûé àíàëîã çàäà÷è (2.2) − (2.7) ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ. Â �4óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ýòîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ïðåäåëüíîéñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Çàòåì èçó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé ïîïàðàìåòðó λ è èõ ïîâåäåíèå ïðè |λ| → ∞. Ïîñëå ÷åãî, ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà, äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 (�5).4. Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ñòàöèîíàðíîé çàäà÷èÈñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èñêîìûõ âåêòîð-�óíêöèé (â äàëüíåéøåì ìû áóäåìñîõðàíÿòü çà ïðåîáðàçîâàíèÿìè òå æå îáîçíà÷åíèÿ: vε(x, t) → vε(x, λ), pε(x, t) →
pε(x, λ), ui

ε(t) → ui
ε(λ), θi

ε(t) → θi
ε(λ)) è ó÷èòûâàÿ (2.1), ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2.2)-(2.5) ââèäå

−µ∆vε + λρvε −∇pε = ρvε0(x), div vε = 0, x ∈ Ωε, (4.1)
vε = λ[ui

ε + θi
ε × (x− xi

ε)], x ∈ Si
ε, (4.2)

λ2mi
εu

i
ε +

∫

Si
ε

σ[vε]ν ds = −1

λ

∑

j

i

Cij
ε [vε(x

i
ε) − vε(x

j
ε)] +mi

εv
i
ε, (4.3)

λ2I i
εθ

i
ε +

∫

Si
ε

(x− xi
ε) × σ[vε]ν ds = I i

εθ
i
ε1, (4.4)

vε(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (4.5)ÇäåñüReλ > 0,∑
j

i ñîîòâåòñòâóåò ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì ÷àñòèöàìQj
ε, âçàèìîäåéñòâóþùèìñ ÷àñòèöåé Qi

ε. Áóäåì ïðîäîëæàòü âåêòîð-�óíêöèþ ñêîðîñòè vε(x, λ) íà ÷àñòèöû Qi
ε âñîîòâåòñòâèè ñ (4.2), ñîõðàíÿÿ òî æå îáîçíà÷åíèå çà ïðîäîëæåííîé âåêòîð-�óíêöèåé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρε(x) = ρχε(x) + ρs

Nε
∑

i=1

χi
ε(x)óäåëüíóþ ïëîòíîñòü ñóñïåíçèè "æèäêîñòü-÷àñòèöû".Çà�èêñèðóåì òåïåðü λ > 0. Òîãäà çàäà÷à (4.1)- (4.5) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å

Φε(vε) = min
v′

ε∈
◦

Jε(Ω)

Φε(v
′
ε), (4.6)
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ãäå ◦

Jε (Ω) îáîçíà÷àåò êëàññ ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-�óíêöèé èç ◦

H1 (Ω), ðàâíûõ ai
ε + biε ×

(x− xi
ε) íà ÷àñòèöàõ Qi

ε (ai
ε è biε- ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû), à

Φε(vε) =

∫

Ω

{

2µ
3

∑

k,l=1

e2kl[vε] + λ〈ρεvε, vε〉 − 2〈ρεvε0, vε〉
}

dx+ (4.7)
+

1

2λ

Nε
∑

i,j=1

〈Cij
ε [vε(x

i
ε) − vε(x

j
ε)], vε(x

i
ε) − vε(x

j
ε)〉,ãäå λ > 0.�àññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

Φ0(v) = min
v′∈

◦

J(Ω)

Φ0(v
′), (4.8)ãäå ◦

J (Ω)- êëàññ ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-�óíêöèé èç ◦

H1 (Ω), ïåðâûå äâå êîìïîíåíòûêîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òàêæå êëàññó ◦

H1 (Γ), à
Φ0(v) =

∫

Ω

{

2µ
3

∑

k,l=1

e2kl[v] + λ〈ρv, v〉 − 2〈ρv0, v〉
}

dx+

∫

Γ

2
∑

n,p,q,r=1

anpqr(x, λ)enp[v]eqr[v]. (4.9)Ìèíèìèçàíò ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:
λρv − µ∆v = ρv0 + ∇p, x ∈ Ω \ Γ, (4.10)div v = 0, x ∈ Ω, (4.11)

[

µ
(∂v1

∂x3

+
∂v3

∂x1

)

]+

−
=

2
∑

p,q,r=1

∂

∂xp

{

a1pqr(x, λ)eqr[v(x, λ)]
}

, x ∈ Γ; (4.12)
[

µ
(∂v2

∂x3

+
∂v3

∂x2

)

]+

−
=

2
∑

p,q,r=1

∂

∂xp

{

a2pqr(x, λ)eqr[v(x, λ)]
}

, x ∈ Γ, (4.13)
2µ

[∂v3

∂x3

]−

+
=

[

p
]−

+
,
[

v
]−

+
= 0, x ∈ Γ, (4.14)

v(x, λ) = 0, x ∈ ∂Ω. (4.15)Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ε → 0 ðåøåíèé çàäà÷è (4.6) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåéòåîðåìîé. 11



Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 2.1)-2.2). Òîãäà ðåøåíèå vε(x, λ) çàäà÷è (4.6)äëÿ ëþáîãî λ > 0 ñõîäèòñÿ ïðè ε→ 0 ê ðåøåíèþ v(x, λ) çàäà÷è (4.8) â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
vε(x, λ) −−→

ε→0
v(x, λ) ñèëüíî â L2(Ω).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â �5.5. Òåîðåìà ñõîäèìîñòè äëÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (4.6)Ïóñòü vε(x, λ) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (4.6). Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, ïîñòðîèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ñïëàéí

wε(x, λ) =
Nε
∑

i=1

vε(x
i
ε)L

i
ε(x) ≡ λ

Nε
∑

i=1

ui
εL

i
ε, (5.1)ãäå ui

ε = ui
ε(λ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì λ−1vε(x, λ) = ui

ε(λ) + θi
ε(λ)× (x− xi) äëÿ x ∈ Qi

ε, à
Li

ε- ýòî êîíå÷íûé ýëåìåíò òðåóãîëüíèêîâ, îïðåäåë¼ííûõ â óñëîâèè I.2) (§ 2). Ôóíêöèÿ Li
εíåïðåðûâíà â R

2, ëèíåéíà â êàæäîì òðåóãîëüíèêå ãðà�à Γ̃, è Li
ε(x

j
ε) = δij.Ïîñêîëüêó 0 ∈

◦

Jε (Ω), Φε(vε) ≤ Φε(0) = 0. Îòñþäà
∫

Ω

{

2µ
3

∑

k.l=1

e2kl[vε]dx+ λ〈ρεvε, vε〉
}

dx+
1

λ
Iε(vε, vε) ≤ 2‖ρεV ε0‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω), (5.2)ãäå

Iε(vε, wε) =
∑

j 6=i

〈Cij
ε [vi

ε − vj
ε], [w

i
ε − wj

ε]〉, vi
ε = vi

ε(x
i
ε), wi

ε = wi
ε(x

i
ε). (5.3)Ïðèìåíèì òåïåðü âòîðîå íåðàâåíñòâî Êîðíà (ñì. [12℄)

‖vε‖2
H1(Ω) ≤ C





∫

Ω

3
∑

k,l=1

e2kl[vε]dx+ ‖vε‖2
L2(Ω)



 .è äèñêðåòíîå íåðàâåíñòâî Êîðíà (ñì. [13℄)
‖Pwε‖2

H1(Γ) ≤ C
∑

i,j

′〈Cij

ε
[ui

ε − uj
ε], [u

i
ε − uj

ε]〉, (5.4)ãäå Pw ≡ P







w1

w2

w3






=







w1

w2

0






, êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε, à ñóììà ∑

i,j

′ áåð¼òñÿ ïî âñåìïàðàì (i, j), ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì (xi
ε, x

j
ε) òðåóãîëüíèêîâ, òðèàíãóëèðóþùèõ îáëàñòü

Ω. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ > 0, λ > 0, ρε(x) ≥ min(ρ, ρs) > 0, èç (5.2)-(5.4) ñëåäóåò îöåíêà12



‖vε‖2
H1(Ω) + ‖Pwε‖2

H1(Γ) < C,ãäå C íå çàâèñèò îò ε.Ïîýòîìó ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé {vε(x, λ), ε > 0} è {Pwε(x, λ), ε > 0} (ñì. (5.1))ñëàáî êîìïàêòíû â H1(Ω) è H1(Γ) ñîîòâåòñòâåííî. Âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
vεk

(x, λ) è Pwεk
(x, λ), ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ê íåêîòîðûì âåêòîð-�óíêöèÿì v ∈ H1

0 (Ω) è
w0 =







w1

w2

0






∈ H1

0 (Γ) ñîîòâåòñòâåííî (ïðè εk → 0). Â ñèëó Òåîðåìû âëîæåíèÿ, vεk
(x, λ)ñõîäèòñÿ ê v(x) ñèëüíî â L2(Ω). Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ñëåä γΓPv âåêòîð-�óíêöèè

Pv(x, λ) íà ïîâåðõíîñòè Γ ñîâïàäàåò ñ w0(x, λ) (ò.å. Pv ∈ H1
0 (Γ)), à ñàìà ïðåäåëüíàÿâåêòîð-�óíêöèÿ v(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.8). Íî ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vε(x, λ), ε > 0} òàêæå ÿâëÿåòñÿñõîäÿùåéñÿ:

vε ⇀ v ñëàáî âH1(Ω), vε → v ñèëüíî âL2(Ω). (5.5)ßñíî, ÷òî v(x) ∈ ◦

J (Ω).Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî
∫

Γ

|γΓPv(x, λ) − w0(x, λ)|2 dΓ = 0. (5.6)Èìååì:
∫

Γ

|γΓPv(x, λ) − w0(x, λ)|2 dΓ ≤ 1

2ε

∫

T (Γ,2ε)

|Pvε(x, λ) − Pwε(x, λ)|2 dx+ (5.7)
+

1

2ε

∫

T (Γ,2ε)

|γΓPvε(x, λ) − Pvε(x, λ)|2 dx+

∫

Γ

|γΓPv(x, λ) − γΓPvε(x, λ)|2 dΓ+

+

∫

Γ

|Pwε(x, λ) − w0(x, λ)|2 dΓ.Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
ε‖vε‖H1

(

T (Γ,2ε)
), ÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîåñëàãàåìûå òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îöåíèì òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ó÷èòûâàÿðàâíîìåðíóþ ïî ε îãðàíè÷åííîñòü âåêòîð-�óíêöèé vε è Pwε â ïðîñòðàíñòâàõ H1

0 (Ω) è
H1

0 (Γ) ñîîòâåòñòâåííî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
1

2ε

∫

T (Γ,2ε)

|Pvε(x, λ) − Pwε(x, λ)|2 dx ≤ 1

2ε

∑

i

∫

Bi
ε






〈vε〉Bi

ε
− wε(x

i
ε)







2

dx+ o(1) (ε→ 0),13



ãäå Bi
ε = U i

ε × [−ε, ε], U i
ε = {x ∈ Γ : |xi

ε − x| ≤ |xj
ε − x| , j 6= i}− ÿ÷åéêà Âîðîíîãîíà ïîâåðõíîñòè Γ, à 〈•〉G- ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîð-�óíêöèè íà ìíîæåñòâå G. Îòñþäà, ñó÷¼òîì (4.2) è (5.1), ïîëó÷àåì:

lim
ε→0

1

2ε

∫

T (Γ,2ε)

|vε(x, λ) − wε(x, λ)|2 dx ≤ C lim
ε→0

ε2
∑

i





〈vε〉Bi
ε
− 〈vε〉Qi

ε







2

.Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî Qi
ε ⊂ Bi

ε è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (
ì. [6℄)
|〈vε〉Bi

ε
− 〈vε〉Qi

ε
| ≤ C

‖vε‖H1(Bi
ε)

√

ri
ε

,ïîëó÷àåì, ÷òî è ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.7) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ(ε→ 0). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (5.6) äîêàçàíî, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Pv(x, λ) ∈ H1
0 (Γ).Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåêòîð-�óíêöèè w ∈

◦

J (Ω) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååíåðàâåíñòâî:
Φ0(v) ≤ Φ0(w). (5.8)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðîâåä¼ì â äâà ýòàïà.1. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-�óíêöèè w ∈
◦

J (Ω)
⋂

C2
0(Ω) ïîñòðîèì òåñòîâóþ âåêòîð-�óíêöèþ

wεδh ∈
◦

Jε (Ω), òàêóþ ÷òî
lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

Φε(wεδh) ≤ Φ0(w). (5.9)Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ. Ïîêðîåì ïëîñêîñòü Γ êâàäðàòàìè Kxα

h ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
xα ∈ Γ è ñòîðîíàìè äëèíû h, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì: Γ ⊂ ⋃

α∈Λ

Kxα

h .Ïóñòü öåíòðû xα ∈ Γ ýòèõ êâàäðàòîâ îáðàçîâûâàþò êâàäðàòíóþ ðåø¼òêó ïåðèîäà
h− h1+ τ

2 , 0 < τ < 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kxα

h
′ êâàäðàòû ñî ñòîðîíàìè äëèíû h

′

= h− 2h1+ τ
2 ,êîíöåíòðè÷åñêèå ê Kxα

h . Èçâåñòíî (ñì. [5℄), ÷òî ñóùåòñâóåò ìíîæåñòâî �óíêöèé {φα(x) ∈
C∞

0 (Γ)}α∈Λ (íàçûâàåìîå ñïåöèàëüíûì ðàçáèåíèåì åäèíèöû), òàêîå ÷òî
1) φα(x) =







1, x ∈ Kxα

h
′

0, x 6∈ Kxα

h

, 2) 0 ≤ φα(x) ≤ 1, 3) |∇φα(x)| ≤ c

h1+ τ
2

,

4)
∑

α∈Λ

φα(x) ≡ 1, x ∈ Γ, 5) φα(x) = Ci
ε, x ∈ BΓ(Qi

ε), (5.10)ãäå Ci
ε- íåêîòîðûå êîíñòàíòû (0 ≤ Ci

ε ≤ 1), à BΓ(Qi
ε)- øàðû íà ïëîñêîñòè Γ ñ öåíòðàìè âòî÷êàõ xi

ε, ñîäåðæàùèå ïðîåêöèè ÷àñòèö Qi
ε íà ýòó ïëîñêîñòü è èìåþùèå ðàäèóñû di

ε

3
(ñì.(3.1)).Äëÿ ëþáîé ñîëåíîèäàëüíîé âåêòîð-�óíêöèè w(x) ∈ C2

0(Ω) ïîñòðîèì âåêòîð-�óíêöèþ
wεδh(x) ∈

◦

Jε (Ω), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, îíà àïðîêñèìèðóåò14



(â L2(Ω)) çàäàííóþ âåêòîð-�óíêöèþ w(x) ∈
◦

J (Ω) ïðè ìàëûõ ε, δ è h. Âî-âòîðûõ, îíà"ïî÷òè"ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë (3.6).Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ w(x) ∈ C2
(

T (K(xα, h), δ)
) ìîæåò áûòü çàïèñàíàâ âèäå

w(x) = w(xα) +
3

∑

n,p=1

(

enp[w(xα)]ϕnp(x− xα)+

+wnp[w(xα)]ψnp(x− xα)
)

+ g
α
(x), x ∈ T (K(xα, h), δ), (5.11)ãäå

εnp[w(xα)] =
1

2

(∂wn

∂xp

(xα) +
∂wp

∂xn

(xα)
)

, wnp[w(xα)] =
1

2

(∂wn

∂xp

(xα) − ∂wp

∂xn

(xα)
)

,âåêòîð-�óíêöèÿ ϕnp(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.5),
ψnp(x) =

1

2
(xne

p − xpe
n), (5.12)à Dkg

α
(x) = O(h2−k), k = 0, 2. Îïðåäåëèì êâàçè-ìèíèìèçàíò wεδh(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wεδh(x) =



























∑

α∈Λ

{

w(xα) +
3

∑

n,p=1

εnp[w(xα)]vnp
α,εδh(x)+

+
3

∑

n,p=1

wnp[w(xα)]ψnp(x− xα) + g̃
α
(x)

}

· φα(xΓ), x ∈ T (Γ, δ)

w(x), x ∈ Ω \ T (Γ, δ)

+ ζ
εδh

(x) =

= zεδh(x) + ζ
εδh

(x); (5.13)çäåñü xΓ-ïðîåêöèÿ òî÷êè x íà ïëîñêîñòü Γ, à âåêòîð-�óíêöèÿ v
np
α,εδh(x)- ìèíèìèçàíò�óíêöèîíàëà (3.6) ïðè T = T np =

1

2
(en⊗ep+ep⊗en). Âåêòîð-�óíêöèÿ g̃

α
(x) ñîëåíîèäàëüíàè ðàâíà ïîñòîÿííûì âåêòîðàì gi

αε
íà øàðàõ Gi

ε, ñîäåðæàùèõ ÷àñòèöû è èìåþùèõ ðàäèóñû
(1+β)ri

ε = O(ε1+α), β > 0. Áîëåå òîãî, âåêòîðû gi

αε
ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè âåêòîð-�óíêöèè g

α
(x) íà øàðàõ Gi

ε, âåêòîð-�óíêöèè g̃α
(x) è g

α
(x) ñîâïàäàþò âíå øàðîâ ðàäèóñà

(1 + 2β)ri
ε, êîíöåíòðè÷åñêèõ ê Gi

ε, è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:
‖g̃

α
− g

α
‖L2(Ω) ≤ c max

i
{ri

ε}, |g̃
α
(xi

ε) − g
α
(xi

ε)| ≤ c ri
ε,

‖g̃
α
‖H1(G) ≤ c ‖g

α
‖H1(G), |gi

αε
− gj

αε
| ≤ c dist(Qi

ε, Q
j
ε), (5.14)ãäå êîíñòàíòû c íå çàâèñÿò îò ε, à G- ëþáàÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîéâåêòîð-�óíêöèè g̃

α
óñòàíàâëèâàåòñÿ â [5℄.Âåêòîð-�óíêöèÿ ζ

εδh
(x) ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ëåììîé (ñì. [5℄).15



Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè Fε(x) ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
1. Fε(x) = 0, x ∈

⋃

i

B(Qi
ε),

2.

∫

Ω

Fε(x) dx = 0,ñóùåñòâóåò âåêòîð-�óíêöèÿ ζ
ε
(x) ∈ H1

0 (Ω), òàêàÿ ÷òîdiv ζ
ε
(x) = Fε(x), x ∈ Ω;

ζ
ε
(x) = ζ i

ε
, x ∈ B(Qi

ε); ‖ζ
ε
‖H1(Ω) ≤ C‖Fε(x)‖L2(Ω),ãäå B(Qi

ε)- øàðû ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xi
ε, ñîäåðæàùèå ÷àñòèöû Qi

ε è èìåþùèå ðàäèóñû
di

ε

3
, ζ i

ε
- ïîñòîÿííûå âåêòîðû, à C íå çàâèñèò îò ε.Â ñèëó (5.13), âåêòîð-�óíêöèÿ zεδh(x) ∈ H1(Ω) ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå ∂Ω, àñëåäîâàòåëüíî

∫

Ω

div zεδh(x) dx = 0.Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîdiv zεδh(x) = 0, x ∈ B(Qi
ε).Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 1 ê �óíêöèè Fε(x) = −div zεδh(x), ìîæíî ïîñòðîèòüñîëåíîèäàëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ ζ

εδh
(x), ðàâíóþ ïîñòîÿííûì âåñòîðàì ζ i

εδh
íà øàðàõ

B(Qi
ε) è íóëþ íà ∂Ω. Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî wεδh(x) ∈

◦

Jε (Ω).Âû÷èñëèì çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (4.7) íà âåêòîð-�óíêöèè wεδh(x). Àíàëîãè÷íî [6℄ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

‖ζ
εδh

‖H1(Ω) = 0.Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå Iε[ζεδh
, ζ

εδh
] çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó â H1

0 (Γ) äëÿ ñïëàéíà,ïîñòðîåííîãî ïî âåêòîðàì ζ i

εδh
, èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî
lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

Iε[ζεδh
, ζ

εδh
] = 0.Äàëåå, àíàëîãè÷íî [6℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ET (Γ,δ)[wεδh, wεδh] =
∑

α∈Λ

3
∑

n,p,q,r=1

enp[w(xα)]eqr[w(xα)]ET (K(xα,h
′
), δ)[v

np
α,εδh, v

qr
α,εδh] + L1(ε, δ, h);(5.15)16



Iε[wεδh, wεδh] ≤
∑

α∈Λ

3
∑

n,p,q,r=1

enp[w(xα)]eqr[w(xα)]Iε
T (K(xα,h

′ ), δ)
[vnp

α,εh, v
qr
α,εh] + L2(ε, δ, h), (5.16)ãäå lim

h→0
lim
δ→0

lim
ε→0

Li(ε, δ, h) = 0, i = 1, 2.Èç (5.15) è (5.16), ñ ó÷¼òîì (3.11), ïîëó÷àåì:
EΩ[wεδh, wεδh] +

1

λ
Iε
Ω[wεδh, wεδh] ≤ EΩ[w,w]+

+
∑

α∈Λ

3
∑

n,p,q,r=1

aτ
npqr(xα, λ, ε, δ, h)εnp[w(xα)]εqr[w(xα)] + o(1) (ε≪ δ ≪ h≪ 1). (5.17)Èñïîëüçóåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (5.17) äëÿ îöåíêè �óíêöèîíàëà (4.7):

Φε(wεδh) ≤
∫

Ω

2µ
3

∑

k,l=1

e2kl[w] dx+
∑

α∈Λ

h2

3
∑

n,p,q,r=1

aτ
npqr(xα, λ, ε, δ, h)

h2
εnp[w(xα)]εqr[w(xα)]+ (5.18)

+λ

∫

Ω

〈ρεwεδh, wεδh〉 − 2

∫

Ω

〈ρεvε0, wεδh〉 dx+ ∆(ε, δ, h),ãäå
lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

∆(ε, δ, h) = 0.Ó÷èòûâàÿ (5.13), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

‖wεδh − w‖L2(Ω) = 0.Ïåðåõîäÿ òåïåðü â íåðàâåíñòâå (5.18) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, δ → 0 è h → 0, ñ ó÷¼òîì2.1)-2.2) è ãëàäêîñòè âåêòîð-�óíêöèè w ∈
◦

J (Ω)
⋂

C2
0(Ω), ïîëó÷àåì:

lim
h→0

lim
δ→0

lim
ε→0

Φε(wεδh) ≤ Φ0(w).Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (5.9) äîêàçàíî. Äàëåå, èç (5.9) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà
Φε(vε) ≤ Φε(wεδh) ñëåäóåò îöåíêà ñâåðõó:

lim
ε→0

Φε(vε) ≤ Φ0(w), ∀w ∈
◦

J (Ω). (5.19)2. Äîêàæåì òåïåðü îöåíêó ñíèçó
Φ0(v) ≤ lim

ε→0
Φε(vε), (5.20)17



ãäå âåêòîð-�óíêöèÿ v(x) îïðåäåëåíà â (5.5). Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5.20) ïðîâåä¼ì âïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèè: v(x) ∈ ◦

J (Ω)
⋂

C2
0(Ω).�àññìîòðèì ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè Γ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êâàäðàòàìèKxα

h , îðèåíòèðîâàí-íûìè âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Â êàæäîì ñëîå T (K(xα, h), δ) âåêòîð-�óíêöèÿ v(x) ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå
v(x) = v(xα) +

3
∑

n,p=1

(

enp[v(x
α)]ϕnp(x− xα)+

+wnp[v(x
α)]ψnp(x− xα)

)

+ g
α
(x), x ∈ T (K(xα, h), δ), (5.21)ãäå Dkg

α
(x) = O(h2−k), k = 0, 2. �àññìîòðèì òåïåðü â ýòîì ñëîå âåêòîð-�óíêöèþ

vα
ε (x) = vε(x) − rot{ũε(x)χδ(x3)

}

− v(xα) −
3

∑

n,p=1

wnp[v(x
α)]ψnp(x− xα) − g̃

α
(x), (5.22)ãäå âåêòîð-�óíêöèÿ g̃

α
(x) îïðåäåëåíà â (5.14), χδ(x3)- ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ ïðè

|x3| <
δ

2
è åäèíèöå ïðè |x3| ≥ δ, à âåêòîð-�óíêöèÿ ũε(x) ñòðîèòñÿ ïî âåêòîð-�óíêöèè

uε(x) = vε(x) − v(x) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé òåîðåìîé (ñì. [14℄).Òåîðåìà 3. Ïóñòü G- îáëàñòü â R
3, ÿâëÿþùàÿñÿ ãîìåîìîð�íûì îáðàçîì øàðà, à J(G)-ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(G), ÿâëÿþùååñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõâåêòîð-�óíêöèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîð-�óíêöèè u(x) ∈ J(G) èìååò ìåñòî ñëåäóþùååïðåäñòàâëåíèå:
u(x) = rot ũ(x),ãäå ũ(x) ∈ H1(G), div ũ = 0 â G, 〈ũ, n〉 = 0 íà ∂G. Ýòèìè òðåìÿ óñëîâèÿìè âåêòîð-�óíêöèÿ ũ(x) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.Åñëè u(x) ∈ J(G)

⋂

Hm(G), òî ũ(x) ∈ Hm+1(G), ïðè÷¼ì, èìååò ìåñòî îöåíêà
‖ũ‖Hm+1(G) ≤ C‖u‖Hm(G),ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè G.Î÷åâèäíî, ÷òî uα

ε (x) ∈ J
ϕ, e[v(xα)]
ε [T (K(xα, h), δ)]. Òîãäà èç (3.6) è (3.10), ñ ó÷¼òîì (5.22),ïðè Tnp = enp[v(xα)] ïîëó÷àåì:

ET (K(xα,h), δ)[vε, vε] + ET (K(xα,h), δ)[rot{ũεχδ}, rot{ũεχδ}] + Iε
T (K(xα,h), δ)[vε, vε]+

+P εhγT

T (K(xα,h), δ)

[

uα
ε (x)−

3
∑

n,p=1

enp[v(xα)]ϕnp(x−xα), uα
ε (x)−

3
∑

n,p=1

enp[v(xα)]ϕnp(x−xα)
]

+O(h4) ≥18



≥
3

∑

n,p,q,r=1

aτ
npqr(xα, λ, ε, δ, h)εnp[v(xα)] · εqr[v(xα)]. (5.23)Àíàëîãè÷íî [6℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòâ¼ðòîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.23)èìååò ïîðÿäîê O(h4−τ ). Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâàñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîìrot{ũεχδ} = (vε − v)χδ + ũε ×∇χδ, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì:

ET (K(xα,h), δ)[rot{ũεχδ}, rot{ũεχδ}] ≤ C
(

‖vε − v‖2
H1(T (K(xα,h), δ)) +

1

δ2
‖vε − v‖2

L2(T (K(xα,h), δ))

)

,÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0 è δ → 0.Ïðîñóììèðîâàâ òåïåðü íåðàâåíñòâî (5.23) ïî âñåì êâàäðàòàì ðàçáèåíèÿ, ëåãêî âèäåòü,÷òî
Φε(vε) ≥

∫

Ω

2µ
3

∑

k,l=1

e2kl[vε] dx+
∑

α∈Λ

h2

3
∑

n,p,q,r=1

aτ
npqr(xα, λ, ε, δ, h)

h2
εnp[v(xα)]εqr[v(xα)]+ (5.24)

+λ

∫

Ω

〈ρεvε, vε〉 − 2

∫

Ω

〈ρεvε0, vε〉 dx+ o(1) (ε≪ δ ≪ h≪ 1).Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.24) ïðè ε → 0, δ → 0 è h → 0, ñ ó÷¼òîì óñëîâèé2.1)-2.2) è ãëàäêîñòè âåêòîð-�óíêöèè v(x) ∈ C2(Ω), ïîëó÷àåì:
lim
ε→0

Φε(vε) ≥
∫

Ω

{

2
∑

n,p,q,r=1

anpqr(x)εnp[v(x)] · εqr[v(x)] dx+

+λ〈ρv, v〉 − 2〈ρv0, v〉
}

dx = Φ0(v).Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (5.20) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòèïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèè v(x). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà áåç ïðåäïîëîæåíèÿãëàäêîñòè äëÿ (v(x) ∈
◦

J (Ω)) ÿâëÿåòñÿ ÷óòü áîëåå ñëîæíûì, õîòÿ åãî ñõåìà îñòà¼òñÿ òîéæå: íåîáõîäèìî ââåñòè ãëàäêèå àïðîêñèìàöèè vσ(x) ïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèè, çàòåìïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî äëÿ ýòèõ àïðîêñèìàöèé, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (5.20), è ïåðåéòèê ïðåäåëó ïðè σ → 0 (ñì. [5℄).Íåðàâåíñòâî (5.8) ñëåäóåò èç (5.19) è (5.20). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü â Òåîðåìå 2 äîêàçàíà òîëüêî äëÿ λ > 0. Êðîìå òîãî,êîý��èöèåíòû anpqr(x, λ) áûëè îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ λ > 0. Ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [6℄)ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ýòè �óíêöèè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è óñòàíîâèòüïîâåäåíèå ïðîäîëæåííûõ �óíêöèé ïðè λ→ ∞.Ëåììà 2. Ôóíêöèè anpqr(x, λ), îïðåäåë¼ííûå ïðè λ > 0, ìîãóò áûòü àíàëèòè÷åñêèïðîäîëæåíû â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì âäîëü ïîëóîñè λ ≤ 0. Áîëåå òîãî, äëÿ19



ëþáîãî δ > 0 â îáëàñòè Φδ = {λ ∈ C : |arg λ − π| ≥ δ > 0} èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿîöåíêà:
|anpqr(x, λ)| < C

|λ| , λ→ ∞, (5.25)ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò λ.Àíàëîãè÷íî [7℄ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî ðåøåíèé vε(x, λ) çàäà÷è (4.1)-(4.5)ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â îáëàñòè Gε = {Reλ > 0}⋃
{

Φδ

⋂{|λ| > λ1(ε)}
}, è â ýòîé îáëàñòèèìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖vε(x, λ)‖L2(Ω) ≤
CReλ, Reλ > 0, (5.26)

‖vε(x, λ)‖L2(Ω) ≤
C1ε

|λ| , (5.27)ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε.Ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.10)-(4.15). Àèìåííî, ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â îáëàñòè G = {Reλ > 0}
⋃

{

Φπ
3

⋂

{|λ| >
λ2}

}, è â ýòîé îáëàñòè
‖v(x, λ)‖L2(Ω) ≤

C

|λ| . (5.28)Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ðàíîìåðíóþ ïî ε îöåíêó (5.26), ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Âèòàëè(ñì. [15℄) è äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé vε(x, λ) ñõîäèòñÿ â L2(Ω)ê âåêòîð-�óíêöèè v(x, λ) ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè Reλ > 0. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêòè îöåíêè (5.25), (5.27) è (5.28), ìîæíî ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èäîêàçàòü Òåîðåìó 1 (ñì. ïîäðîáíåå [5℄, [7℄).6. Ïåðèîäè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèöÏîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ 2.2) äëÿ ÷àñòíîãî ïðèìåðà ïëîñêîé êâàäðàòíîéðåø¼òêè. À èìåííî, ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö Qi
ε îäèíàêîâîãîðàäèóñà ri

ε = rεα (r <
1

4
), ïðè êîòîðîì öåíòðû ÷àñòèö xi

ε îáðàçîâûâàþò êâàäðàòíóþðåø¼òêó ïåðèîäà ε, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ñîåäèíåíà ïðóæèíîé ñîâñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ýòîé ÿ÷åéêè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíàñ 32 − 1 = 8 âåðøèíàìè â ðåø¼òêå. Óïðóãèå êîíñòàíòû kij (ñì. (3.4)) ýòèõ ïðóæèí âíàïðàâëåíèÿõ ð¼áåð è äèàãîíàëåé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ðàâíû k1 è k2 ñîîòâåòñòâåííî(ñì. �èñ. 1).Íà ýòîì ðèñóíêå �èêñèðîâàííàÿ ÷àñòèöà Qi
ε ñ öåíòðîì â òî÷êå xi

ε ïîêàçàíà êàê ò¼ìíûéøàð, à âñå å¼ ñîñåäè Qj
ε ïîêàçàíû êàê áîëåå ñâåòëûå øàðû.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 20



K1

K2

�èñ. 1: Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÿ÷åéêàÒåîðåìà 4. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåø¼òêè, îïèñàííîé âûøå (ñì. òàêæå �èñ. 1)êîý��èöèåíòû anpqr(x, λ) â óñëîâèè 2.2) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè îòíîñèòåëüíî x:
annnn(λ) =

1

λ

(5

9
k1 +

√
2

18
k2

)

, annpp(λ) =
1

λ

(−4

9
k1 +

√
2

18
k2

)

, anpnp(λ) =

√
2

2λ
k2, n, p = 1, 2,

anpqr(λ) = 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ÷àñòèöó Qi
ε, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ïëîñêîñòü Γðàñïîëîæåíà âíóòðè êâàäðàòà Ki

ε ñî ñòîðîíîé äëèíû ε, à öåíòðîì êàê ÷àñòèöû, òàê èêâàäðàòà, ÿâëÿåòñÿ òî÷êà xi
ε ∈ Γ. Òîãäà Di

ε = T (Ki
ε,

ε
2
) \ Qi

ε- ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè âñëîå T (Γ, ε
2
), çàïîëíåííàÿ æèäêîñòüþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ÿ÷åéêè,íåîáõîäèìî ðàñòÿíóòü Di

ε â ε−1 ðàç è ïåðåíåñòè å¼ öåíòð â íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà îáëàñòü
Dε = T (K, 1

2
) \Qε ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ÿ÷åéêîé ïåðèîäè÷íîñòè â ñëîå T (Γ, 1

2
), ãäå T (K, 1

2
)-êóá ñî ñòîðîíîé äëèíû 1 è öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à Qε- øàð â T (K, 1

2
) ðàäèóñà rεα(r < 1

4
).�àññìîòðèì â T (K, 1

2
) âåêòîð-�óíêöèþ

unp
ε (x) = rot(φε(x)u

np(x)
)

, (6.1)ãäå
φε(x) = φ

( x

rεα

)

, φ(x) =







1, |x| ≤ 1

0, |x| > 2
,à unp(x)- ãëàäêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, òàêàÿ ÷òîrotunp(x) = −ψnp(x), |unp(x)| ≤ C|x|2.Ïîñêîëüêó âåêòîð-�óíêöèÿ unp

ε (x) ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå ∂K, å¼ ìîæíî ïðîäîëæèòüïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì â ñëîå T (Γ, 1
2
) è íóë¼ì âíå ýòîãî ñëîÿ.21



Ïóñòü Ky

h- êâàäðàò ñî ñòîðîíîé äëèíû h (h ≫ δ ≫ ε) è öåíòðîì â òî÷êå y ∈ Γ (äëÿïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî òî÷êà y ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îäíîé èç ÷àñòèö xi
ε). Áóäåì èñêàòüâåêòîð-�óíêöèþ wnp(x, λ), ìèíèìèçèðóþùóþ �óíêöèîíàë (3.6) ïðè T = T np =

1

2
(en⊗ep +

ep ⊗ en), â âèäå
wnp(x, λ) = Unp

ε (x) + vnp
ε (x, λ), (6.2)ãäå

Unp
ε (x) = ψnp(x− y) + εũnp

ε

(x− y

ε

)

. (6.3)Çäåñü ũnp
ε (x)- ïåðèîäè÷åñêîå â ñëîå T (Γ, 1

2
) è íóëåâîå âíå ýòîãî ñëîÿ ïðîäîëæåíèåâåêòîð-�óíêöèè unp

ε (x). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà �óíêöèé ψnp(x) è unp
ε (x), èìååì:

Unp
ε (x) = ψnp(xj

ε − y), x ∈ Qj
ε, Unp

ε (x) = ψnp(x− y), x ∈ ∂T (K
y

h, δ), (6.4)divUnp
ε (x) = 0, x ∈ T (K

y

h, δ). (6.5)Äëÿ êîððåêòîðà vnp
ε (x, λ) ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó.Àíàëèçèðóÿ ýòó çàäà÷ó, à çàòåì ïîäñòàâëÿÿ (6.2)-(6.4) â (3.11) è ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòüñòðóêòóðû, ïîëó÷àåì:

1

h2
aτ

npqr(y, λ, ε, δ, h) =
1

h2λ
Iε
T (K(y,h),δ)[ψ

np

ε
, ψqr

ε
] + o(1) (ε≪ δ ≪ h≪ 1),îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 4.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ñëó÷àå ÷àñòèö êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà (ñ ðàäèóñîì ïîðÿäêà

ε2) óñðåäí¼ííàÿ ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ êà÷åñòâåííî èíîé. À èìåííî, àíàëîãè÷íî [7℄ ìîæíîäîêàçàòü òàêóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 5. Ïðè îïèñàííîì âûøå (ñì. �èñ. 1) ïåðèîäè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè ÷àñòèöðàäèóñà rε2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé ṽε(x, t), îïðåäåë¼ííàÿ â (3.12), ñõîäèòñÿñëàáî â L2(Ω × [0, T ]) (äëÿ ëþáîãî T > 0) ê âåêòîð-�óíêöèè v(x, t), òàêîé ÷òî ïàðà
{v(x, t), x ∈ Ω; w(x, t), x ∈ Γ} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.15)-(2.20), ãäå bnnnn =

k1 +

√
2

2
k2, bnnpp = bnpnp =

√
2

2
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