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Предисловие
Характеризационными задачами в математической статистике называют утверждения, в кото-

рых описание возможных распределений случайных величин вытекает из свойств некоторых

функций от этих величин. Одним из ярких примеров характеризационной задачи является клас-

сическая теорема Каца–Бернштейна ([3], [91]), в которой гауссовское распределение характери-

зуется независимостью суммы ξ1 + ξ2 и разности ξ1 − ξ2 независимых случайных величин ξj .

Принимая во внимание, что характеристической функцией случайной величины ξj с распреде-

лением µj является математическое ожидание fj(y) = µ̂j(y) = E[eiξjy], нетрудно проверить, что

теорема Каца–Бернштейна равносильна утверждению о том, что все решения функционального

уравнения Каца–Бернштейна

f1(u+ v)f2(u− v) = f1(u)f1(v)f2(u)f2(−v), u, v ∈ R,

в классе нормированных непрерывных положительно определенных функций имеют вид

fj(y) = exp{−σy2 + ibjy}, где σ ≥ 0, а bj ∈ R.

Теорема Каца–Бернштейна была первой в ряду характеризационных теорем, в которых изу-

чались независимые линейные формы от независимых случайных величин ξj при тех или иных

ограничениях на ξj . Эти исследования завершились следующей теоремой Скитовича–Дармуа

([23], [61]). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины, а αj , βj – отлич-

ные от нуля вещественные числа. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · ·+αnξn

и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn вытекает, что все случайные величины ξj – гауссовские. Также, как и

в случае теоремы Каца–Бернштейна, теорема Скитовича–Дармуа равносильна утверждению о

том, что все решения функционального уравнения Скитовича–Дармуа
n∏

j=1

fj(αju+ βjv) =

n∏
j=1

fj(αju)

n∏
j=1

fj(βjv), u, v ∈ R,

в классе нормированных непрерывных положительно определенных функций имеют вид

fj(y) = exp{−σjy2 + ibjy}, (1)

где σj ≥ 0, а bj ∈ R.

Теорема Скитовича–Дармуа была обобщена Гурье и Олкиным ([82]) на случай, когда вместо

случайных величин рассматриваются случайные векторы ξj в пространстве Rm, а коэффициента-

ми линейных форм L1 и L2 являются невырожденные матрицы. И в этом случае из независимости

L1 и L2 вытекает, что все независимые случайные векторы ξj – гауссовские. Доказательство тео-

ремы Гурье–Олкина также сводится к решению соответствующего функционального уравнения.

Отметим, что невырожденные матрицы – это топологические автоморфизмы группы Rm.

Следующая характеризационная теорема, близкая к теореме Скитовича–Дармуа, была дока-

зана Хейде ([87]). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины, а αj , βj –

отличные от нуля вещественные числа такие, что βiα−1
i ±βjα

−1
j ̸= 0 для любых i ̸= j. Если услов-

ное распределение линейной формы L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1+· · ·+αnξn

симметрично, то все ξj — гауссовские. Теорема Хейде также равносильна утверждению о том,

что все решения функционального уравнения Хейде
n∏

j=1

fj(αju+ βjv) =

n∏
j=1

fj(αju− βjv), u, v ∈ R,
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в классе нормированных непрерывных положительно определенных функций имеют вид (1).

В последние десятилетия большое внимание уделялось перенесению характеризационных тео-

рем на различные алгебраические структуры, такие как локально компактные абелевы группы,

группы Ли, квантовые группы, симметрические пространства (см. напр. [4], [6], [13]–[16], [18]–[21],

[27], [28], [30]–[41], [43], [64]–[72], [74], [75], [78], [83], [90], [98]–[102], [107]). Связано это, в первую

очередь, с желанием получить естественные границы возможного обобщения классических ре-

зультатов. Настоящая книга посвящена аналогам характеризационных теорем Каца–Бернштейна,

Скитовича–Дармуа и Хейде в ситуации, когда независимые случайные величины принимают зна-

чения в локально компактной абелевой группе X, удовлетворяющей второй аксиоме счетности, а

коэффициентами линейных форм являются топологические автоморфизмы X. Оказывается, что

возможность перенесения на X соответствующей характеризационной теоремы не только зави-

сит от структуры группы X, но и определяет эту структуру. Например, предположим, что ξ1 и

ξ2 принимают значения в группе X , а характеристические функции случайных величин ξj не

обращаются в нуль. Для того чтобы из независимости их суммы и разности вытекало, что ξj

гауссовские, необходимо и достаточно, чтобы группа X не содержала подгруппы, топологически

изоморфной группе вращений окружности T. Отметим, что также, как и в классическом слу-

чае, в групповой ситуации доказательство каждой, из упомянутых выше характеризационных

теорем, сводится к решению соответствующего функционального уравнения в классе нормиро-

ванных непрерывных положительно определенных функций на группе характеров группы X.

Опишем вкратце и прокомментируем содержание книги.

Глава I содержит, главным образом, хорошо известные факты из абстрактного гармониче-

ского анализа и теории бесконечных абелевых групп. В §1 даны основные определения и рас-

сматриваются примеры локально компактных абелевых групп, с которыми мы будем иметь дело

в дальнейшем. В частности, приведено описание всех подгрупп группы рациональных чисел Q,

рассматриваются группы целых p-адических чисел ∆p и a-адические соленоиды Σa. Сформу-

лированы структурные теоремы для различных классов локально компактных абелевых групп.

Описываются группы топологических автоморфизмов групп Rn, Tn, ∆p, Σa. Сформулированы

основные результаты теории Ульма для счетных p-примарных абелевых групп. В §2 приведены

основные результаты, относящиеся к вероятностным распределениям на локально компактных

абелевых группах (свойства характеристических функций вероятностных распределений, теоре-

ма Бохнера, формула Леви–Хинчина, идемпотентные распределения).

Глава II посвящена гауссовским распределениям на локально компактной абелевой группе X.

В §3 мы определяем гауссовские распределения и изучаем их свойства. В §4 дано полное описа-

ние локально компактных абелевых групп, на которых любое гауссовское распределение имеет

только гауссовские делители (групповой аналог теоремы Крамера о разложении гауссовского

распределения). В §5 рассматриваются многочлены на локально компактных абелевых группах

и изучаются их свойства. Дано полное описание локально компактных абелевых групп, на ко-

торых распределение µ с характеристической функцией µ̂(y) = eP (y), где P (y) – непрерывный

многочлен, является гауссовским (групповой аналог теоремы Марцинкевича). Групповые аналоги

теорем Крамера и Марцинкевича являются аналитической основой доказательства характериза-

ционных теорем, изучаемых в главах III – VI. В §6 рассматриваются гауссовские распределения в

смысле Урбаника, т.е. такие распределения на X, которые любым характером переводятся в гаус-
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совские распределения на группе T. Описаны локально компактные абелевы группы, на которых

классы гауссовских распределений и гауссовских распределений в смысле Урбаника совпадают.

В главе III изучаются распределения независимых случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями

в локально компактной абелевой группе X, имеющие независимые сумму и разность. В §7 да-

но полное описание локально компактных абелевых групп X, на которых такие распределения

инвариантны относительно некоторой компактной подгруппы K группы X и при естественном

гомоморфизме X 7→ X/K индуцируют на фактор-группе X/K гауссовские распределения. Это

максимально широкий подкласс локально компактных абелевых групп, на котором справедлива

теорема Каца–Бернштейна. Он состоит из групп X, связная компонента нуля которых не содер-

жит элементов порядка 2. Поэтому, если связная компонента нуля группы X содержит элементы

порядка 2, то для таких групп возникает естественная задача описания распределений незави-

симых случайных величин ξj , принимающих значения в X и имеющих независимую сумму и

разность. Эта задача решается в §8 для группы R × T и для a-адических соленоидов Σa. В §9

изучаются также распределения независимых одинаково распределенных случайных величин со

значениями в группе X, имеющие независимые сумму и разность (гауссовские распределения в

смысле Бернштейна).

Главы IV и V посвящены групповым аналогам теоремы Скитовича–Дармуа. Пусть ξj , j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в локально компактной

абелевой группе X. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы X. Положим L1 = α1ξ1+ · · ·+
αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn.

В главе IV изучается случай, когда характеристические функции независимых случайных

величин ξj не обращаются в нуль. В §10 доказано, что из независимости линейных форм L1 и L2

вытекает, что все случайные величины ξj – гауссовские тогда и только тогда, когда группа X не

содержит подгруппы, топологически изоморфной T. При условии, что характеристические функ-

ции случайных величин ξj не обращаются в нуль это максимально широкий подкласс локально

компактных абелевых групп, на котором справедлива теорема Скитовича–Дармуа. Предполо-

жим, что X содержит подгруппу, топологически изоморфную T. Тогда возникает естественная

задача описания возможных распределений случайных величин ξj , принимающих значения в X,

которые характеризуются независимостью линейных форм L1 и L2. Оставшаяся часть главы IV

посвящена решению этой задачи.

Если характеристические функции независимых случайных величин ξj с распределениями µj
не обращаются в нуль, и L1 и L2 независимы, то, оказывается, что µj можно так заменить их

сдвигами µ′j , что носители µ′j содержатся в связной компоненте нуля группы X. Поэтому, если

мы предполагаем, что L1 и L2 независимы, и нас интересуют возможные распределения неза-

висимых случайных величин ξj , не ограничивая общности, группу X можно считать связной.

Важной характеристикой связной локально компактной абелевой группы X является ее размер-

ность dimX. Если dimX = 1, то X топологически изоморфна одной из групп: R, Σa, T. Если

dimX = 2, то либо X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, либо X топологиче-

ски изоморфна одной из групп: T2, R×T, Σa×T. Предположим, что число случайных величин

ξj равно двум. В §11 для двумерного тора T2 дано описание возможных распределений случай-

ных величин ξj в предположении, что L1 и L2 независимы. Вообще говоря, такие распределения

могут быть негауссовскими, но мы описываем, в частности, все топологические автоморфизмы
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αj , βj двумерного тора T2, для которых соответствующие распределения являются гауссовскими.

Аналогичная задача решается в §12 для групп R× T и Σa × T.

В главе V мы отказываемся от предположения, что характеристические функции независи-

мых случайных величин ξj не обращаются в нуль, и предполагаем, что ξj принимают значения

в различных классах локально компактных абелевых групп (конечные, дискретные, дискретные

периодические, компактные вполне несвязные группы и т.д.). Поскольку на вполне несвязной

группе гауссовские распределения вырождены, идемпотентные распределения на таких группах

играют важную роль. Оказывается, что в отличие от классической ситуации, существует принци-

пиальная разница между случаями, когда мы рассматриваем линейные формы от двух случайных

величин, от трех случайных величин и от n ≥ 4 случайных величин. В групповой ситуации воз-

никают эффекты, отсутствующие, вообще говоря, на вещественной прямой. Проиллюстрируем

это следующим примером. Пусть Z(5) – группа вычетов по модулю 5, а ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, –

независимые случайные величины со значениями в Z(5). Тогда, если n = 2, то из независимости

L1 и L2 вытекает, что все случайные величины ξj имеют идемпотентные распределения. Если

n = 3 и L1 и L2 независимы, то можно лишь утверждать, что распределение по крайней мере

одной случайной величины ξj1 идемпотентно. С другой стороны, для любого n ≥ 4 существуют

независимые случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n со значениями в группе Z(5) и автомор-

физмы αj , βj группы Z(5) такие, что L1 и L2 независимы, а все ξj имеют не идемпотентные

распределения.

В §13 изучается случай, когда число независимых случайных величин ξj равно двум. Дока-

зано, что если группа X дискретна, то из независимости линейных форм L1 и L2 вытекает, что

случайные величины ξj имеют идемпотентные распределения. Полностью описаны также ком-

пактные вполне несвязные группы X, для которых имеет место аналогичное утверждение. Мы

доказываем, что теорема Скитовича–Дармуа неверна для связных компактных групп. В §14 изу-

чается случай, когда число n случайных величин ξj больше двух. Вначале мы изучаем случай,

когда независимые случайные величины принимают значения в конечных абелевых группах, за-

тем – в компактных вполне несвязных группах и дискретных периодических группах. В каждом

из этих случаев для n = 3 полностью описываются те группы X, для которых из независимости

линейных форм L1 и L2 вытекает, что либо все случайные величины ξj имеют идемпотентные

распределения, либо распределения по крайней мере двух случайных величин ξj1 и ξj2 идемпо-

тентны, либо распределение по крайней мере одной случайной величины ξj1 идемпотентно. Мы

также изучаем случай произвольного числа n ≥ 4 случайных величин ξj . При этом группа X

предполагается либо дискретной периодической, либо компактной. Интересно отметить, что до-

казательство теоремы Скитовича–Дармуа для дискретных абелевых групп при n = 2, в отличие

от доказательства теоремы Скитовича–Дармуа для дискретных абелевых групп при n ≥ 3, не

опирается на теорию Ульма.

В §15 мы рассматриваем случайные величины ξ1 и ξ2, принимающие значения в a-адическом

соленоиде Σa. Мы описываем возможные распределения случайных величин ξj при условии, что

линейные формы L1 и L2 независимы. Оказывается, что это описание зависит, как от вида a-

адического соленоида Σa, так и от топологических автоморфизмов αj , βj .

Глава VI посвящена групповым аналогам теоремы Хейде. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2,

– независимые случайные величины со значениями в локально компактной абелевой группе X.
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Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы X, удовлетворяющие условию:

(i) βiα
−1
i ± βjα

−1
j – топологические автоморфизмы группы X для любых i ̸= j.

Положим L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn.

В §16 изучается случай, когда характеристические функции независимых случайных величин

ξj не обращаются в нуль. Доказано, что из симметрии условного распределения линейной формы

L2 при фиксированной L1 вытекает, что все ξj – гауссовские, тогда и только тогда, когда группа

X не содержит элементов порядка 2. При условии, что характеристические функции случайных

величин ξj не обращаются в нуль, это максимально широкий подкласс локально компактных абе-

левых групп, на котором справедлива теорема Хейде. Если группа X содержит элементы порядка

2, то возникает естественная задача описания возможных распределений случайных величин ξj ,

принимающих значения в X, в предположении, что условное распределение линейной формы L2

при фиксированной L1 симметрично. При этом предполагается, что на X существуют топологи-

ческие автоморфизмы αj , βj , удовлетворяющие условию (i). Одним из важных примеров таких

групп является двумерный тор T2, и уже в этом случае задача весьма содержательна. Оказывает-

ся, что распределения, которые характеризуются симметрией условного распределения линейной

формы L2 при фиксированной L1 – это свертки гауссовских распределений, и распределений с

носителем в подгруппе T2, порожденной элементами порядка 2. Аналогичный результат доказан

также для групп, не содержащих подгруппы, топологически изоморфной T.

В §17 мы отказываемся от предположения, что характеристические функции независимых

случайных величин ξj не обращаются в нуль. Вначале мы изучаем случай, когда ξj принимают

значения в конечной группе, а затем в дискретной группеX. В случае, когда группаX дискретна,

а число случайных величин ξj равно двум, доказано, в частности, что из симметрии условного

распределения линейной формы L2 при фиксированной L1 вытекает, что распределения случай-

ных величин ξj идемпотентны, тогда и только тогда, когда группа X не содержит элементов

порядка 2.

В приложении A изучены решения функциональных уравнений Каца–Бернштейна и

Скитовича–Дармуа на локально компактных абелевых группах в классах непрерывных функ-

ций и измеримых функций.

В приложении B рассматриваются гауссовские распределения в смысле Бернштейна на топо-

логических неабелевых группах (дискретных, компактных, нильпотентных и некоторых разре-

шимых). Оказывается, что для указанных классов групп носитель гауссовского распределения в

смысле Бернштейна на группе X содержится в некоторой абелевой подгруппе группы X.

В приложении C изучаются распределения независимых одинаково распределенных случай-

ных величин ξj , j = 1, 2, 3, 4, со значениями в локально компактной абелевой группе X, которые

обладают тем свойством, что 2ξ1 и ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 одинаково распределены (гауссовские распре-

деления в смысле Полиа).

Эта книга под названием "Functional equations and characterization problems on locally compact

Abelian groups" была опубликована в 2008-м году Европейским математическим обществом в се-

рии "EMS Tracts in Mathematics Vol. 5. Настоящее издание существенно дополнено, по сравнению

с предыдущим. Добавлены, в частности, пункты 9.17–9.18, 12.4, 13.27–13.30, 16.11–16.16, 17.25–

17.27, 17.33, приложения B и C, расширен список литературы, в отдельных местах улучшено
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изложение и исправлены замеченные опечатки. Объем книги при этом увеличился.

Я хочу поблагодарить Физико-технический институт низких температур им. Б.И. Веркина

Национальной академии наук Украины за создание прекрасных условий для занятий математи-

кой и написания этой книги.

Г.М. Фельдман
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Глава I

Предварительные сведения

§1. Локально компактные абелевы группы

В этом параграфе мы дадим сводку результатов абстрактного гармонического анализа и теории

бесконечных абелевых групп, которые нам понадобятся в дальнейшем. Основными источниками

для нас будут монографии Хьюита и Росса ([85]) и Фукса ([79], [80]). Если не оговорено противное,

мы будем рассматривать в книге лишь локально компактные абелевы группы (в дальнейшем

просто группы).

1.1. Некоторые определения и обозначения. Пусть X – локально компактная абелева

группа. Как правило, мы будем использовать аддитивную запись для операции в группе, а ней-

тральный элемент группы обозначать через "0". Топологический изоморфизм групп, т.е. алгеб-

раический изоморфизм, который является гомеоморфизмом, будем обозначать символом "∼=".

Элемент x ∈ X называется компактным, если наименьшая замкнутая подгруппа в X, содер-

жащая x, компактна. Обозначим через bX множество всех компактных элементов группы X, а

через cX — связную компоненту нуля группы X. Группа X называется периодической, если каж-

дый ее элемент имеет конечный порядок. Если в группе X нет элементов конечного порядка за

исключением нуля, то X называется группой без кручения. Пусть f : R 7→ X — непрерывный

гомоморфизм. Тогда образ f(R) называется однопараметрической подгруппой в X.

Конечное подмножество {x1, . . . , xn} группы X называется независимым, если оно не со-

держит нуля, и для любых целых k1, . . . , kn из равенства k1x1 + · · · + knxn = 0 вытекает, что

k1x1 = · · · = knxn = 0. Бесконечное подмножество A группы X называется независимым, если

любое его конечное подмножество независимо. Рангом группы X называется мощность ее макси-

мальной независимой системы, содержащей только элементы бесконечного порядка или порядка,

равного степени простого числа. Ранг группы X обозначим через r(X). Через dim X обозначим

размерность связной группы X.

Пусть {Xι : ι ∈ I} – непустое семейство групп. Через P
ι∈I

Xι мы будем обозначать прямое

произведение групп Xι, т.е. группу, совпадающую с декартовым произведением групп Xι с поко-

ординатными операциями. Обозначим через P∗
ι∈I

Xι подмножество в P
ι∈I

Xι, состоящее из элементов

(xι) ∈ P
ι∈I

Xι таких, что xι ̸= 0 лишь для конечного числа индексов ι. Тогда P∗
ι∈I

Xι – подгруппа в

P
ι∈I

Xι. Она называется слабым прямым произведением групп Xι. Если Xι = X для любого ι ∈ I,
то прямое произведение групп Xι мы будем обозначать через Xn, а слабое прямое произведение

групп Xι – через Xn∗, где n — мощность множества I. Пусть {Kι : ι ∈ I} – непустое семейство

компактных групп. Группу P
ι∈I

Kι мы всегда будем рассматривать в топологии произведения.

По теореме Тихонова группа P
ι∈I

Kι также компактна. Если {Dι : ι ∈ I} – непустое семейство

дискретных групп, то группу P∗
ι∈I

Dι мы всегда будем рассматривать в дискретной топологии.

Пусть n – целое. Обозначим через fn : X 7→ X гомоморфизм, определяемый формулой fnx =

nx. ПоложимX(n) = Kerfn,X(n) = fn(X). ГруппаX называется группой Корвина, еслиX(2) = X.

Группа X называется делимой, если X(n) = X для любого натурального n.
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Если G – подгруппа X, элементы фактор-группы X/G будем обозначать либо x + G либо

[x]. Пусть A – подмножество в X. Под подгруппой, порожденной A, мы понимаем множество

элементов вида x = l1x1 + · · · + lkxk, где xj ,∈ A, а lj – целые. Пусть A и B подмножества в X.

Через A+B будем обозначать множество A+B = {x ∈ X : x = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}. Замыкание

множества A будем обозначать через A. Для конечного множества A обозначим через |A| число

его элементов.

Если не оговорено противное, слово "функция" будет обозначать отображение, принимаю-

щее вещественные или комплексные значения. Пусть Y – произвольная абелева группа, f(y) —

функция на Y , h — произвольный элемент группы Y . Обозначим через ∆h оператор конечной

разности

∆hf(y) = f(y + h)− f(y).

Многочленом на Y называется такая функция f(y), что при некотором n выполнено

∆n+1
h f(y) = 0

для всех y, h ∈ Y . Минимальное n, при котором выполнено это равенство, называется степенью

многочлена f(y). Функцию f(y) на группе Y будем называть нормированной, если f(0) = 1.

Обозначим через ⟨·, ·⟩ – скалярное произведение в Rk.

Мы будем использовать обозначение ω для наименьшего бесконечного порядкового числа и

ℵ0 – для наименьшего бесконечного кардинального числа. Через N будем обозначать множество

натуральных чисел, а через P – множество простых чисел. Обозначим через C – множество

комплексных чисел.

1.2. Примеры локально компактных абелевых групп. Рассмотрим наиболее важные ло-

кально компактные абелевы группы, которые нам понадобятся при изучении характеризацион-

ных задач. Заметим, что все конечные группы мы будем рассматривать в дискретной топологии.

(a) R – аддитивная группа вещественных чисел с обычной топологией.

(b) Z – аддитивная группа целых чисел (бесконечная циклическая группа) с дискретной то-

пологией.

(c) T – группа вращений окружности (одномерный тор), т.е. T = {z ∈ C : |z| = 1} относи-

тельно операции умножения с обычной топологией.

(d) Z(m) – группа вычетов по модулю m с дискретной топологией (конечная циклическая

группа). Элементы группы Z(m) будем обозначать {0, 1, . . . ,m − 1}. Отметим, что группа Z(m)

изоморфна мультипликативной группе корней степени m из 1. Мы также сохраним для этой

группы обозначение Z(m), а ее элементы будем обозначать через exp{2πik/m}, k = 0, 1, . . . ,m−1.
(e) Пусть p — простое число. Рассмотрим множество рациональных чисел вида

{k/pn : k = 0, 1, . . . , pn − 1, n = 0, 1, . . . } и обозначим это множество через Z(p∞). Если опера-

цию в Z(p∞) определить, как сложение по модулю 1, то Z(p∞) превращается в абелеву группу,

которую мы будем рассматривать в дискретной топологии. Очевидно, что эта группа изоморфна

рассматриваемой в дискретной топологии мультипликативной группе корней степени pn из еди-

ницы, где n пробегает все неотрицательные целые числа. Эту группу мы также будем обозначать

через Z(p∞), а ее элементы через exp{2πik/pn}, k = 0, 1, . . . , pn − 1, n = 0, 1, . . . .
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(f) Пусть a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) — произвольная фиксированная последовательность це-

лых чисел, больших 1. Определим ∆a — аддитивную группу a-адических целых чисел. Как

множество, ∆a совпадает с декартовым произведением
∞
P
n=0
{0, 1, . . . , an − 1}. Рассмотрим x =

(x0, x1, x2, . . . ), y = (y0, y1, y2, . . . ) ∈ ∆a и определим сумму z = x + y следующим образом.

Пусть x0 + y0 = t0a0 + z0, где z0 ∈ {0, 1, . . . , a0 − 1}, t0 ∈ {0, 1}. Предположим, что числа

z0, z1, . . . , zk; t0, t1, . . . , tk уже определены. Тогда положим xk+1 + yk+1 + tk = tk+1ak+1 + zk+1,

где zk+1 ∈ {0, 1, . . . , ak+1 − 1}, tk+1 ∈ {0, 1}. Тем самым, по индукции определена последова-

тельность z = (z0, z1, z2, . . . ). Относительно так определенной операции ∆a является абелевой

группой, нулем которой служит последовательность, состоящая только из нулей. Рассмотрим ∆a

в топологии произведения. Тогда ∆a — компактная вполне несвязная абелева группа ([85, (10.2)]).

Важный частный случай: a = (p, p, . . . , p, . . . ), где p— простое число. Соответствующая группа

называется группой p-адических целых чисел и обозначается через ∆p. Отметим, что группу ∆p

можно представлять себе следующим образом. Каждому x = (x0, x1, x2, . . . ) ∈ ∆p сопоставим

формальный степенной ряд
∞∑
n=0

xnp
n. Естественным образом определенное сложение формальных

степенных рядов определяет операцию в ∆p, совпадающую с определенным выше сложением.

Можно также естественным образом определить умножение формальных степенных рядов. В

результате ∆p превращается в локально компактное коммутативное кольцо ([85, (10.10)]).

(g) Пусть a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) — произвольная фиксированная последовательность це-

лых чисел, больших 1. Рассмотрим группу R × ∆a. Обозначим через B подгруппу в R × ∆a

вида B = {(n, nu)}∞n=−∞, где u = (1, 0, . . . , 0, . . . ). Фактор-группа Σa = (R × ∆a)/B называ-

ется a-адическим соленоидом ([85, (10.12)]). В частном случае, когда ∆a = ∆p, фактор-группа

(R×∆p)/B называется p-адическим соленоидом и обозначается Σp. Группа Σa компактна, связ-

на ([85, (10.13)]) и имеет размерность 1 ([85, (24.28)]).

(h) Q – аддитивная группа рациональных чисел с дискретной топологией.

1.3. Группы без кручения ранга 1 ([80, §85]). Пусть A — группа без кручения, p — простое

число и a ∈ A. Наибольшее целое неотрицательное число k, для которого уравнение pkx = a

имеет решение x ∈ A, называется p-высотой элемента a и обозначается hp(a). Если такого k не

существует, полагаем hp(a) =∞. Последовательность p-высот

χ(a) = (hp1(a), . . . , hpn(a), . . . ),

где pj — j-ое простое число, называется характеристикой элемента a. Каждая последователь-

ность (k1, . . . , kn, . . . ) неотрицательных целых чисел и символов ∞ является характеристикой.

Именно, рассмотрим подгруппу A в группе рациональных чисел Q, порожденную всеми элемен-

тами p−ln
n , где ln ≤ kn для всех n. Тогда последовательность (k1, . . . , kn, . . . ) является характе-

ристикой элемента 1 ∈ A. Две характеристики (k1, . . . , kn, . . . ) и (m1, . . . ,mn, . . . ) называются

эквивалентными, если kn ̸= mn только для конечного числа n таких, что если kn ̸= mn, то оба

числа kn и mn конечны. Класс эквивалентности характеристик называется типом. Тип t мы

будем представлять характеристикой, принадлежащей этому типу.

Группа без кручения A, в которой все отличные от нуля элементы имеют один и тот же тип,

называется однородной, а ее типом t(A) называется тип, общий для всех ненулевых элементов
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a ∈ A. Каждая подгруппа B группы Q однородна. Именно, если a ∈ B и χ(a) = (k1, . . . , kn, . . . ),

то B изоморфна подгруппе A, описанной выше. Каждая группа без кручения ранга 1 однородна и

изоморфна некоторой подгруппе в Q. Две группы без кручения ранга 1 изоморфны тогда и только

тогда, когда они имеют один и тот же тип ([80, теорема 85.1]). Таким образом, существует взаимно

однозначное соответствие между группами без кручения ранга 1 и типами. В качестве примеров

отметим, что t(Z) = (0, . . . , 0, . . . ), t(Q) = (∞, . . . ,∞, . . . ). Отметим также, что (∞, 0, . . . , 0, . . . )
– тип подгруппы двоично-рациональных чисел, а (1, . . . , 1, . . . ) – тип подгруппы, состоящей из

рациональных чисел со знаменателями, свободными от квадратов.

1.4. Группа характеров. Характером локально компактной абелевой группы X называ-

ется непрерывный гомоморфизм X в группу T. Множество всех характеров группы X будем

обозначать через X∗. Положим X∗ = Y . Обозначим через (x, y) значение характера y ∈ Y на

элементе x ∈ X. Относительно поточечного умножения Y является абелевой группой. Для лю-

бого компактного подмножества F ⊂ X и любого ε > 0 пусть P (F, ε) = {y ∈ Y : |(x, y) − 1| <
ε для всех x ∈ F}. Если систему множеств P (F, ε) взять в качестве открытой базы в нейтральном

элементе группы Y , то относительно этой топологии Y является локально компактной абелевой

группой ([85, (23.15)]). Группа Y называется группой характеров группы X. Пусть τ — отоб-

ражение τ : X 7→ Y ∗, определяемое формулой (y, τx) = (x, y). Следующая теорема является

центральной в абстрактном гармоническом анализе.

1.5. Теорема двойственности Понтрягина. Отображение τ является топологическим

изоморфизмом групп X и Y ∗ ([85, (24.8)]).

1.6. Дуальные свойства групп X и Y . Согласно теореме двойственности Понтрягина лю-

бое топологическое или алгебраическое свойство локально компактной абелевой группы может

быть описано в терминах топологических или алгебраических свойств ее группы характеров. В

частности, справедливы следующие теоремы.

1. Локально компактная абелева группа тогда и только тогда компактна, когда ее группа

характеров дискретна ([85, (23.17)]).

2. Компактная абелева группа тогда и только тогда связна, когда ее группа характеров –

группа без кручения ([85, (24.25)]).

3. Связная компактная абелева группа X тогда и только тогда и имеет размерность m,

когда ранг r(Y ) ее группы характеров равен m. Если связная группа X удовлетворяет второй

аксиоме счетности, то dim X ≤ ℵ0. ([85, (24.25), (24.28)]).

4. Компактная абелева группа тогда и только тогда вполне несвязна, когда ее группа ха-

рактеров периодична ([85, (24.26)]).

1.7. Группы характеров прямых произведений. Группу характеров прямого произведе-

ния групп можно вычислить, зная группы характеров сомножителей. Справедливы следующие

теоремы.

1. Пусть Xj , j = 1, 2, . . . , n – локально компактные абелевы группы и Yj = X∗
j . Тогда(

X1 × · · · ×Xn

)∗ ∼= Y1 × · · · × Yn,
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([85, (23.18)]).

2. Пусть {Kι : ι ∈ I} – непустое семейство компактных абелевых групп и Dι = K∗
ι . Тогда(

P
ι∈I

Kι

)∗ ∼= P∗
ι∈I

Dι.

Если {Dι : ι ∈ I} – непустое семейство дискретных абелевых групп и Kι = D∗
ι , то(

P∗
ι∈I

Dι

)∗ ∼= P
ι∈I

Kι,

([85, (23.21)]).

1.8. Аннулятор. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее группа характеров

и B – непустое подмножество в X. Положим

A(Y,B) = {y ∈ Y : (x, y) = 1 для всех x ∈ B}.

Множество A(Y,B) называется аннулятором множества B.

1.9. Некоторые следствия из теоремы двойственности Понтрягина. Справедливы сле-

дующие теоремы.

1.9.1. Пусть G — замкнутая подгруппа группы X. Тогда G = A(X,A(Y,G)) ([85, §24.10]).

1.9.2. Пусть G — замкнутая подгруппа группы X. Группа характеров группы G тополо-

гически изоморфна фактор-группе Y/A(Y,G), причем каждый характер группы G имеет вид

x 7→ (x, y) для некоторого y ∈ Y . Два характера y1 и y2 из Y определяют один и тот же ха-

рактер подгруппы G тогда и только тогда, когда y1− y2 ∈ A(Y,G). Группа характеров фактор-

группы X/G топологически изоморфна группе A(Y,G) ([85, (24.11), (23.25)]).

1.9.3. Множества bX и cX являются замкнутыми подгруппами группы X. Имеют место

равенства bY = A(Y, cX), cX = A(X, bY ) ([85, (24.17)]).

1.9.4. Пусть K – компактная подгруппа группы X. Тогда аннулятор A(Y,K) – открытая

подгруппа в Y . Если H – открытая подгруппа в Y , то A(X,H) – компактная подгруппа в X

([85, (23.29)]).

1.9.5. Для любого натурального n выполнено A
(
Y,X(n)

)
= Y(n), A

(
Y,X(n)

)
= Y (n) ([85,

(24.22)]).

1.9.6. Если группа X связна, то X(n) = X для любого натурального n ([85, (24.25)]).

1.10. Примеры групп характеров. Рассмотрим примеры групп характеров некоторых ло-

кально компактных абелевых групп.

(a) R∗ ∼= R, (x, y) = eixy, где x ∈ R, y ∈ R.
(b) Z∗ ∼= T, (n, z) = zn, где n ∈ Z, z ∈ T.
(c) Z(m)∗ ∼= Z(m), (k, l) = exp{2πikl/m}, где k ∈ Z(m), l ∈ Z(m).

(d) ∆∗
p
∼= Z(p∞),

(x, y) = exp

{(
x0 + x1p+ · · ·+ xn−1p

n−1
)2πil
pn

}
,

где

x = (x0, x1, x2, . . . ) ∈ ∆p, y = exp

{
2πil

pn

}
∈ Z(p∞)
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([85, (25.2)]).

(e) Рассмотрим группу Σa = (R×∆a)/B, где a = (a0, a1, . . . , an, . . . ). Тогда Σ∗
a
∼= Ha, где

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ;m ∈ Z

}
– подгруппа в группе Q, а

(x, y) = exp

{(
t− (x0 + a0x1 + · · ·+ a0a1 . . . an−1xn)

) 2πim

a0a1 · · · an

}
,

где

x = (t;x0, x1, x2, . . . ) +B ∈ Σa, (t;x0, x1, x2, . . . ) ∈ R×∆a, y =
m

a0a1 · · · an
∈ Ha

([85, (25.3)]). Отметим, что если a = (2, 3, 4, . . . ), то Σ∗
a
∼= Q.

1.11. Структурные теоремы для некоторых классов локально компактных абелевых

групп. Справедливы следующие теоремы.

1.11.1. Каждая локально компактная абелева группа X топологически изоморфна группе

вида Rm×G, где m ≥ 0, а группа G содержит компактную открытую подгруппу ([85, (24.30)]).

1.11.2. Каждая связная локально компактная абелева группа X топологически изоморфна

группе Rm ×K, где m ≥ 0, а K — связная компактная группа ([85, (9.14)]).

1.11.3. Пусть X – связная локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй

аксиоме счетности. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) группа X локально связна;

(ii) группа X линейно связна;

(iii) группа X топологически изоморфна группе Rm × Tn, где m ≥ 0, и n ≤ ℵ0 ([42, (8.27)]).

1.11.4. Каждая компактная абелева группа без кручения топологически изоморфна группе

(Σa)
n × P

p∈P
∆

np
p ,

где a = (2, 3, 4, . . . ), n и np – кардинальные числа([85, (25.8)]).

1.11.5. Пусть X – такая локально компактная абелева группа, что каждый ее элемент,

отличный от нуля, имеет порядок p, где p – простое число. Тогда X топологически изоморфна

группе

Z(p)n × Z(p)m∗,

где n и m – произвольные кардинальные числа, Z(p)n рассматривается в обычной топологии, а

Z(p)m∗ рассматривается в дискретной топологии ([85, (25.29)]).

1.12. Малые подгруппы в локально компактных абелевых группах. Справедливы сле-

дующие теоремы.

1.12.1. Пусть X – вполне несвязная локально компактная абелева группа. Тогда любая

окрестность нуля в X содержит компактную открытую подгруппу ([85, (7.7)]).

1.12.2. Пусть X – компактная абелева группа. Тогда любая окрестность нуля в X со-

держит такую замкнутую подгруппу G, что фактор-группа X/G топологически изоморфна

Tm × F , где m ≥ 0, а F – конечная абелева группа ([85, (24.7)]).
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1.13. Сопряженные гомоморфизмы. Пусть X1 и X2 – локально компактные абелевы груп-

пы с группами характеров Y1 и Y2 и p : X1 7→ X2 — непрерывный гомоморфизм. Для каж-

дого y2 ∈ Y2 определим отображение p̃ : Y2 7→ Y1 формулой (px1, y2) = (x1, p̃y2) для любых

x1 ∈ X1, y2 ∈ Y2. Отображение p̃ — непрерывный гомоморфизм. Он называется сопряженным к

p. Отметим следующие свойства сопряженных гомоморфизмов ([85, (24.41)]):

(a) гомоморфизм p удовлетворяет условию p = ˜̃p;
(b) гомоморфизм p̃ является мономорфизмом тогда и только тогда, когда подгруппа p(X1)

плотна в X2;

(c) гомоморфизм p̃ является топологическим изоморфизмом групп Y2 и Y1 тогда и только

тогда, когда p – топологический изоморфизм групп X1 и X2;

(d) гомоморфизм f̃n : Y 7→ Y , сопряженный к fn : X 7→ X имеет вид f̃ny = ny.

1.14. Группы топологических автоморфизмов некоторых локально компактных абе-

левых групп. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее группа характеров.

Обозначим через Aut(X) группу всех топологических автоморфизмов группы X, т.е. отображе-

ний, одновременно являющихся алгебраическими автоморфизмами и гомеоморфизмами. Тожде-

ственный автоморфизм группы обозначим через I. В группе Aut(X) можно ввести топологию,

относительно которой Aut(X) превращается в топологическую группу ([85, (26.3)]). При изучении

характеризационных задач у нас нет необходимости рассматривать Aut(X), как топологическую

группу. Поэтому, когда мы говорим, что группа Aut(X) изоморфна некоторой группе, мы имеем

в виду алгебраический, а не топологический изоморфизм групп, хотя в рассматриваемых нами

случаях имеет место и топологический изоморфизм. Пусть α ∈ Aut(X). Отображение α 7→ α̃ яв-

ляется антиизоморфизмом групп Aut(X) и Aut(Y ) ([85, (26.9)]). Подгруппу G группы X назовем

характеристической, если всякий автоморфизм α ∈ Aut(X) переводит G в себя. Подгруппы cX ,

bX , X(n) и X(n) являются характеристическими. Приведем примеры групп Aut(X) для некоторых

локально компактных абелевых групп X.

(a) Каждый топологический автоморфизм α группы R имеет вид αt = ct, где c ∈ R, c ̸=
0, t ∈ R. Поэтому группа Aut(R) изоморфна мультипликативной группе всех ненулевых веще-

ственных чисел, т.е. группе R× Z(2).
(b) В группе Aut(Z) есть лишь два автоморфизма ±I. Поэтому группа Aut(Z) изоморфна

Z(2).
(c) Пусть p – произвольное простое число. Группа Aut(∆p) изоморфна группе обратимых

элементов кольца ∆p, т.е. мультипликативной группе ∆0
p = {c = (c0, c1, c2, . . . ) ∈ ∆p : c0 ̸= 0}.

Действительно, каждый элемент c ∈ ∆0
p определяет автоморфизм αc ∈ Aut(∆p) по формуле

αcx = cx, x ∈ ∆p. Пусть α ∈ Aut(∆p) – произвольный автоморфизм. Обозначим через u –

элемент (1, 0, 0, . . . ) ∈ ∆p. Поскольку кратные элемента u плотны в ∆p, то же справедливо и для

αu. Поэтому αu = c, где c ∈ ∆0
p. Откуда следует, что α = αc ([85, (26.18e)]).

(d) Для нахождения группы Aut(Σa), где a = (a0, a1, . . . , an, . . . ), заметим, что Σa
∗ ∼= Ha, где

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ;m ∈ Z

}
– некоторая подгруппа в Q (см. 1.10(e)). Легко видеть,

что либо у группы Ha есть лишь два автоморфизма ±I, и тогда группа Aut(Ha) изоморфна Z(2),
либо любой автоморфизм α группы Ha имеет вид αr = m

n r, r ∈ Ha, где m,n – некоторые взаимно

простые целые числа. При этом fm, fn ∈ Aut(Ha), и по крайней мере один из автоморфизмов fm
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или fn отличен от ±I. Если число простых чисел p таких, что fp ∈ Aut(Ha) конечно и равно l, то,

как легко видеть, группа Aut(Ha) изоморфна Zl×Z(2). Если же это число бесконечно, то группа

Aut(Ha) изоморфна Zℵ0∗ × Z(2). Поскольку группы Aut(Σa) и Aut(Ha) изоморфны, мы нашли

группу Aut(Σa). Кроме того, так как любой автоморфизм α ∈ Aut(Ha) имеет вид α = fmf
−1
n , то

в силу 1.13(d) любой автоморфизм α̃ ∈ Aut(Σa) также имеет такой вид.

Отметим также, что если pj – j-е простое число, то fpj ∈ Aut(Σa) тогда и только тогда, когда

на j-м месте в t(Ha) стоит символ ∞.

(e) Группа Aut(Tm) изоморфна группе всех целочисленных матриц A = (aij)
m
i,j=1, для которых

detA = ±1. Если α ∈ Aut(Tm) и A = (aij)
m
i,j=1 – соответствующая матрица, то

α(z1, . . . , zm) = (za111 za212 · · · zam1
m , . . . , za1m1 za2m2 · · · zamm

m ),

где (z1, . . . , zm) ∈ Tm ([85, (26.18h)]).

1.15. a-адический соленоид Σa, как подгруппа в бесконечномерном торе Tℵ0. Как

известно, любая компактная абелева группа X, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, то-

пологически изоморфна некоторой компактной подгруппе G в бесконечномерном торе Tℵ0 . Мы

опишем эту подгруппу G для a-адического соленоида X = Σa. Соответствующее рассуждение мо-

жет быть проведено для произвольного a = (a0, a1, . . . , an, . . . ), но мы для простоты ограничимся

случаем, когда a = (p, p, . . . , p, . . . ), где p — простое число, т.е. случаем p-адического соленоида

Σp. Пусть u = (1, 0, . . . , 0, . . . ) ∈ ∆p, B = {(n, nu)}∞n=−∞ ⊂ R × ∆p и Σp = (R×∆p)/B – со-

ответствующий p-адический соленоид. Рассмотрим отображение τ : R×∆p 7→ Tℵ0 , определяемое

формулой

τ(t, x) = (z1, z2, . . . , zn, . . . ), t ∈ R, x = (x0, x1, . . . , xn, . . . ) ∈ ∆p,

zn = exp

{
2πi

pn−1

(
t−

n−1∑
k=0

xkp
k

)}
.

Нетрудно проверить, что τ – непрерывный гомоморфизм, Ker τ = B и G = Im τ =

{z = (z1, z2, . . . , zn, . . . ) ∈ Tℵ0 : zpk = zk−1, k ≥ 2} – замкнутая подгруппа в бесконечномерном торе

Tℵ0 . Из ([85, (5.27)]) и ([85, (5.29)]) вытекает, что G ∼= Σp.

Реализация p-адического соленоида Σp, в виде подгруппы

G = {z = (z1, z2, . . . , zn, . . . ) ∈ Tℵ0 : zpk = zk−1, k ≥ 2}

позволяет легко проверить следующее:

(a) если h =
m

pn
– произвольный характер группы Σp, то (z, h) = zmn+1, z = (z1, z2, . . . , zn, . . . ) ∈

G;

(b) автоморфизм fp действует на G следующим образом fpz = (zp1 , z
p
2 , . . . , z

p
n, . . . );

(c) τ(R) = {(e2πit, e2πit/p, e2πit/p2 , . . . ), t ∈ R}– плотная однопараметрическая подгруппа в G.

1.16. Замкнутые подгруппы группы Rm. Пусть G – замкнутая подгруппа в группе Rm.

Тогда G топологически изоморфна группе Rp × Zq, где p+ q ≤ m.
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1.17. Подгруппы Tn как прямые сомножители. Пусть X – локально компактная абелева

группа, Y – ее группа характеров, n - некоторое ненулевое кардинальное число. Тогда справедлива

следующая теорема.

1.17.1. Если группа X содержит подгруппу G топологически изоморфную Tn, то G является

топологическим прямым сомножителем в X ([85, (25.31)]).

Принимая во внимание теорему 1.9.2 и топологический изоморфизм (Tn)∗ ∼= Zn∗ эта теорема

может быть переформулирована следующим образом.

1.17.2. Если группа Y содержит замкнутую подгруппу H такую, что фактор-группа Y/H

топологически изоморфна группе Zn∗, то группа Y топологически изоморфна группе H × Zn∗.

Мы переходим сейчас к результатам, относящимся к алгебраической теории абелевых групп.

Поэтому в оставшейся части параграфа мы будем предполагать, что все рассматриваемые группы

абелевы и дискретны.

1.18. Еще несколько определений. Группа X называется ограниченной, если порядки ее

элементов ограничены в совокупности. Группа X называется редуцированной, если она не содер-

жит ненулевых делимых подгрупп. Подгруппа G группы X называется сервантной, если для

любого натурального n и g ∈ G из разрешимости уравнения nx = g в X следует его разреши-

мость в G. Периодическая группа X называется p-примарной, если порядок любого ее элемента

есть степень простого числа p.

1.19. Теорема Прюфера. Ограниченная группа является слабым прямым произведением

циклических групп ([79, теорема 17.2]).

1.20. Теоремы о разложении. Пусть X – абелева группа. Справедливы следующие теоремы.

1.20.1. Пусть X периодическая группа. Для каждого простого числа p обозначим через Xp

подгруппу в X, состоящую из элементов, порядки которых – степени числа p. Тогда,

X = P∗
p∈P

Xp

([79, теорема 8.4]). Подгруппы Xp называются p-компонентами группы X.

1.20.2. Группа X разлагается в прямое произведение X = D×N , где D – делимая группа, N

– редуцированная группа. Подгруппа D здесь определена однозначно, а подгруппа N – однозначно

с точностью до изоморфизма ([79, теорема 21.3]).

1.20.3. Пусть X – делимая группа. Тогда группа X изоморфна слабому прямому произведе-

нию

Qn0∗ × P∗
p∈P

Z(p∞)np∗,

где n0 и np – кардинальные числа ([85, §A.14]).

1.20.4. Пусть группа X порождена элементами x1, . . . , xn. Тогда

X = X1 × · · · ×Xn,

где подгруппа Xj изоморфна либо Z, либо Z(nj) ([85, §A.27]).
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1.21. Редуцированные p-примарные абелевы группы. Пусть A — редуцированная p-

примарная абелева группа. Положим

A1 =

∞∩
n=1

A(pn), Aσ+1 = (Aσ)1, Aσ =
∩
ρ<σ

Aρ, если σ— предельное порядковое число.

Тогда определена вполне упорядоченная последовательность подгрупп

A = A0 ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ Aσ ⊃ · · · ⊃ Aτ = {0},

где τ – наименьшее порядковое число, для которого Aτ = {0}. Фактор-группа Aσ = Aσ/Aσ+1

называется σ-м ульмовским фактором группы A. Вполне упорядоченная последовательность

A0, A1, . . . , Aσ, . . . (σ < τ)

называется последовательностью Ульма группы A, а τ - ульмовским типом группы A. Для

порядкового числа σ определим подгруппу A(pσ) так:

A(p0) = A, A(pσ+1) =
(
A(pσ)

)(p)
A(pσ) =

∩
ρ<σ

A(pρ), если σ— предельное порядковое число.

Рассмотрим фактор-группу
(
A(pσ)

)
(p)

/(
A(pσ+1)

)
(p)

. Ее ранг называется σ-инвариантом Ульма–

Капланского группы A. Отметим, что Aσ = A(pωσ).

Следующие две теоремы являются основой теории счетных редуцированных p-примарных

абелевых групп.

1. Счетная редуцированная p-примарная абелева группа A ульмовского типа τ с последо-

вательностью Ульма Aσ (0 ≤ σ < τ) существует тогда и только тогда, когда

1) τ – счетное порядковое число;

2) каждая группа Aσ – слабое прямое произведение циклических p-примарных групп, причем

при σ + 1 < τ порядки элементов группы Aσ неограничены ([80, теорема 76.2]).

2. Счетные редуцированные p-примарные абелевы группы A и C изоморфны тогда и только

тогда, когда они имеют одинаковый ульмовский тип τ и для любого порядкового числа σ < τ

их ульмовские факторы Aσ и Cσ изоморфны.

Последнее имеет место в том и только в том случае, когда инварианты Ульма–Капланского

групп A и C совпадают ([80, теорема 77.3]).

Отметим, что если A – счетная группа, то число циклических прямых сомножителей порядка

pn в разложении Aσ совпадает с (ωσ + n− 1)-м инвариантом Ульма–Капланского группы A.

§2. Вероятностные распределения на локально компактных

абелевых группах

В этом параграфе мы приведем необходимые нам сведения о вероятностных распределениях на

группах. Мы будем использовать для ссылок монографии Гренандера ([84]) и Партасарати ([104]).

Мы будем предполагать, специально не оговаривая этого, что все рассматриваемые в этом пара-

графе группы удовлетворяют второй аксиоме счетности, хотя часть утверждений справедлива и

без этого ограничения.
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2.1. Основные определения и обозначения. Пусть X – топологическая абелева группа.

Под мерой на группе X будем понимать неотрицательную счетно-аддитивную функцию, опре-

деленную на σ-алгебре борелевских множеств B(X) (наименьшей σ-алгебре, содержащей все

открытые подмножества X).

Зарядом называется разность двух мер. Мера µ называется распределением, если µ(X) = 1.

Множество распределений на группе X обозначим через M1(X). Через σ(µ) обозначим носитель

распределения µ, т.е. наименьшее замкнутое подмножество A ⊂ X, для которого µ(A) = µ(X).

Каждой паре распределений µ, ν ∈ M1(X) поставим в соответствие распределение µ∗ν ∈ M1(X),

называемое сверткой распределений µ и ν и определяемое формулой

(µ ∗ ν)(B) =

∫
X

µ(B − x)dν(x), B ∈ B(X).

Множество M1(X) относительно операции свертки является полугруппой. Свертку n одинаковых

распределений, каждое из которых равно µ, обозначим через µ∗n. Если µ = µ1 ∗ µ2, то распре-

деления µj называются делителями распределения µ. Для µ ∈ M1(X) определим распределение

µ̄ ∈ M1(X) по формуле µ̄(B) = µ(−B) для всех B ∈ B(X).

Будем говорит, что распределение µ сосредоточено на множестве A ∈ B(X), если µ(B) = 0

для любого такого B ∈ B(X), что B∩A = ∅. Ясно, что множество A не обязано быть замкнутым, и

вообще говоря, не единственно. Через Ex обозначим вырожденное распределение, сосредоточенное

в точке x ∈ X. Множество вырожденных распределений на группе X обозначим через D(X).

Сдвигом распределения µ назовем свертку этого распределения с вырожденным распределением

Ex.

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,A, P ), где Ω – некоторое множество, A – σ-алгебра

подмножеств в Ω и P (A) – вероятностная мера, определенная на A, для которой P (Ω) = 1. Слу-

чайной величиной на вероятностном пространстве (Ω,A, P ) со значениями в группе X называ-

ется функция ξ(ω), определенная на Ω со значениями в X и обладающая тем свойством, что

ξ−1(B) ∈ A для любого борелевского подмножества B ⊂ X. Случайная величина ξ определяет

распределение µξ на B(X) по формуле

µξ(B) = P{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ B, B ∈ B(X)}.

Отметим, что для любого x ∈ X выполнено

µξ+x = µξ ∗ Ex.

Случайные величины ξ и η со значениями в группе Xназываются независимыми, если для любых

A,B ∈ B(X) выполнено:

P{ω : ξ(ω) ∈ A, η(ω) ∈ B} = P{ω : ξ(ω) ∈ A}P{ω : η(ω) ∈ B}.

Если случайные величины ξ и η независимы, то

µξ+η = µξ ∗ µη. (2.1)

Следующее простое утверждение часто оказывается полезным.
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2.2. Предложение. Пусть X – топологическая группа, G — борелевская подгруппа в X,

µ ∈ M1(G), µ = µ1 ∗ µ2, где µj ∈ M1(X). Тогда распределения µj можно так заменить их

сдвигами µ′j, чтобы µ = µ′1 ∗ µ′2 и µ′j ∈ M1(G).

Доказательство. Из равенства

1 = µ(G) =

∫
X

µ1(G− x)dµ2(x)

вытекает, что µ2{x ∈ X : µ1(G − x) = 1} = 1. Следовательно, µ1(G − x1) = 1 для некоторого

x1 ∈ X, т.е. распределение µ1 сосредоточено на множестве G−x1, а значит µ′1 = µ1∗Ex1 ∈ M1(G).

Положим µ′2 = µ2 ∗ E−x1 . Тогда µ = µ′1 ∗ µ′2 и

1 = µ(G) =

∫
X

µ′2(G− x)dµ′1(x) =
∫
G

µ′2(G− x)dµ′1(x).

Отсюда следует, что µ′1{x ∈ G : µ′2(G − x) = 1} = 1. Поэтому µ′2(G − x2) = 1 для некоторого

x2 ∈ G. Поскольку G – группа, мы имеем µ′2(G) = 1, т.е. µ′2 ∈ M1(G). �
Нам понадобится также следующее общее утверждение.

2.3. Теорема Суслина. Пусть X1 – сепарабельное полное метрическое пространство, а X2

– метрическое пространство, p : X1 7→ X2 – непрерывное взаимно однозначное отображение.

Если B – борелевское множество в X1, то p(B) – борелевское множество в X2 ([93, §39, IV]).

2.4. Предложение. Пусть X1 и X2 – топологические абелевы группы, p : X1 7→ X2 — такой

алгебраический изоморфизм, что образы и прообразы борелевских множеств при отображении p

являются борелевскими множествами. Тогда изоморфизм p порождает изоморфизм полугрупп

p : M1(X1) 7→ M1(X2) по формуле

(i) p(µ)(B) = µ(p−1(B)),

где µ ∈ M1(X1), B ∈ B(X2) (мы сохраним обозначение p для этого изоморфизма).

Доказательство этого утверждения состоит в ряде стандартных проверок. Следующее утвер-

ждение непосредственно вытекает из теоремы Суслина и предложения 2.4.

2.5. Следствие. Пусть X1 – сепарабельная полная топологическая абелева метрическая груп-

па и X2 – топологическая абелева метрическая группа, p : X1 7→ X2 – непрерывный мономор-

физм. Тогда p порождает изоморфизм полугрупп M1(X1) и M1(p(X1)) по формуле 2.4(i).

2.6. Топология в M1(X). Пусть X – топологическая группа. Введем в M1(X) слабую топо-

логию следующим образом: последовательность распределений µn ∈ M1(X) сходится к распре-

делению µ ∈ M1(X) (µn ⇒ µ), если∫
X

f(x)dµn(x)→
∫
X

f(x)dµ(x)

для любой ограниченной непрерывной функции f(x) на X.
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2.7. Характеристические функции. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y

– ее группа характеров. Характеристической функцией (преобразованием Фурье) распределения

µ ∈ M1(X) называется функция µ̂(y) на группе Y , определяемая равенством

µ̂(y) =

∫
X

(x, y)dµ(x).

Функция f(y) на группе Y называется характеристической, если f(y) = µ̂(y) для некоторого рас-

пределения µ ∈ M1(X). Отметим, что если ξ — случайная величина со значениями в группе X и

с распределением µ, то характеристической функцией распределения µ является математическое

ожидание

µ̂(y) = E[(ξ, y)]. (2.2)

Характеристической функцией случайной величины называется характеристическая функция ее

распределения. Если ξ и η – случайные величины со значениями в X, то ξ и η независимы тогда

и только тогда, когда для любых u, v ∈ Y выполнено

E[(ξ, u)(η, v)] = E[(ξ, u)] E[(η, v)].

Пусть µ ∈ M1(X). Тогда характеристическая функция µ̂(y) обладает следующими свойствами

(см. напр. [84, §3.3]):

(a) |µ̂(y)| ≤ µ̂(0) = 1;

(b) функция µ̂(y) определяет распределение µ однозначно;

(c) (µ̂ ∗ ν)(y) = µ̂(y)ν̂(y), µ, ν ∈ M1(X);

(d) ̂̄µ(y) = µ̂(y) = µ̂(−y);
(e) если H — замкнутая подгруппа группы Y и |µ̂(y)| = 1 для всех y ∈ H, то существует такой

элемент x ∈ X, что µ̂(y) = (x, y) для всех y ∈ H;

(f) функция µ̂(y) непрерывна;

(g) для любых y1, y2 ∈ Y справедливо неравенство

|µ̂(y1)− µ̂(y2)|2 ≤ 2(1− Re µ̂(y1 − y2)).

(h) µn ⇒ µ тогда и только тогда, когда µ̂n(y) → µ̂(y) равномерно на каждом компактном

подмножестве группы Y ;

(i) пусть µn ∈ M1(X) и последовательность µ̂n(y) сходится к пределу равномерно на каждом

компактном подмножестве Y ; тогда существует такое распределение µ ∈ M1(X), что

(i) µ̂n(y)→ µ̂(y); (ii) µn ⇒ µ.

Отметим, что свойства (b)–(d) и (f) справедливы также для произвольных зарядов.

2.8. Положительно определенные функции. Пусть Y – произвольная абелева группа.

Функция f(y) на Y называется положительно определенной, если для любого натурального n и

для любых y1, . . . , yn ∈ Y , z1, . . . , zn ∈ C выполнено неравенство

(i)

n∑
i,j=1

f(yi − yj)ziz̄j ≥ 0.
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2.9. Теорема Бохнера. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее группа ха-

рактеров. Функция f(y) на группе Y тогда и только тогда является характеристической функ-

цией некоторого распределения µ ∈ M1(X), когда f(y) непрерывна, положительно определена, и

f(0) = 1 ([86, (33.3)]).

Теорема Бохнера позволяет не делать различия между характеристическими функциями и

нормированными непрерывными положительно определенными функциями.

2.10. Предложение. Пусть X1 и X2 – локально компактные абелевы группы с группами

характеров Y1 и Y2, p : X1 7→ X2 — непрерывный гомоморфизм групп, порождающий отображе-

ние p : M1(X1) 7→ M1(X2) по формуле 2.4(i). Если µ ∈ M1(X1), то характеристическая функция

распределения p(µ) имеет вид p̂(µ)(y2) = µ̂(p̃y2), где y2 ∈ Y2, а p̃ : Y2 7→ Y1 — сопряженный к p

гомоморфизм.

2.11. Следствие. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее группа характе-

ров, G – замкнутая подгруппа в X, H = A(Y,G), p : X 7→ X/G – естественный гомоморфизм,

µ ∈ M1(X). Тогда ограничение характеристической функции µ̂(y) на H является характери-

стической функцией распределения p(µ) ∈ M1(X/G).

Следующее утверждение часто оказывается полезным при построении положительно опреде-

ленных функций.

2.12. Предложение. Пусть Y — произвольная абелева группа. H — подгруппа в Y , f0(y) —

положительно определенная функция на H, а f(y) — такая функция на Y , что

f(y) =

f0(y), если y ∈ H,

0, если y ̸∈ H.

Тогда функция f(y) положительно определена ([86, (32.43)]).

2.13. Предложение. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее группа ха-

рактеров и µ ∈ M1(X). Тогда множество E = {y ∈ Y : µ̂(y) = 1} — замкнутая подгруппа в

Y , а характеристическая функция µ̂(y) E-инвариантна, т.е. постоянна на классах смежности

группы Y по подгруппе E, и σ(µ) ⊂ A(X,E).

Доказательство. Очевидно, что для любых x ∈ X, y1, y2 ∈ Y справедливо неравенство

1− Re (x, y1 + y2) ≤ 2[(1− Re (x, y1)) + (1− Re (x, y1))].

Отсюда следует неравенство

1− Re µ̂(y1 + y2) ≤ 2[(1− Re µ̂(y1)) + (1− Re µ̂(y1))]. (2.3)

Из (2.3) следует, что E – подгруппа, очевидно, замкнутая. Из 2.7(g) следует, что если y1 − y2 ∈
E, то µ̂(y1) = µ̂(y2), т.е. функция µ̂(y) E-инвариантна. Положим H = Y/E. По теореме 1.9.2

H∗ ∼= A(X,E). Как отмечено выше, функцию µ̂(y) можно рассматривать, как функцию на H.
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Обозначим эту функцию через f([y]). Функция f([y]) непрерывна, положительно определена и

f(0) = 1. По теореме Бохнера f([y]) = λ̂([y]), λ ∈ M1(A(X,E)). Имеем,

µ̂(y) =

∫
X

(x, y)dµ(x) = f([y]) =

∫
A(X,E)

(x, [y])dλ(x) =

∫
X

(x, y)dλ(x) = λ̂(y).

Из 2.7(b) следует, что µ = λ. �

2.14. Мера Хаара и идемпотентные распределения. Пусть X – локально компактная

абелева группа, Y – ее группа характеров. На группе X существует мера mX , обладающая сле-

дующими свойствами:

(a) mX(B + x) = mX(B) для любых B ∈ B(X), x ∈ X;

(b) mX(−B) = mX(B) для любого B ∈ B(X).

Мера mX называется мерой Хаара. Если группа X компактна, то mX(X) <∞ и в этом случае

будем считать, что mX ∈ M1(X) ([85, гл. 3, 4]).

Отметим, что характеристическая функция распределения Хаара mK , где K — компактная

подгруппа X, имеет вид

(i) m̂K(y) =

1, если y ∈ A(Y,K),

0, если y ̸∈ A(Y,K).

Распределение µ ∈ M1(X) называется идемпотентным, если µ∗2 = µ ∗Ex для некоторого x ∈ X.

Множество I(X) всех идемпотентных распределений совпадает с множеством сдвигов распреде-

лений ХаараmK компактных подгруппK группыX. Действительно, пусть µ∗2 = µ∗Ex. Положим

λ = µ ∗ E−x. Отсюда λ∗2 = λ, а следовательно, по 2.7(c) λ̂2(y) = λ̂(y). Поэтому либо λ̂(y) = 0,

либо λ̂(y) = 1. Рассмотрим E = {y ∈ Y : λ̂(y) = 1}. Положим K = A(X,E). По теореме 1.9.1

E = A(Y,K). Из 2.7(b) вытекает, что λ = mK . Отметим также, что D(X) ⊂ I(X).

2.15. Безгранично делимые распределения. Пусть X – локально компактная абелева

группа, Y – ее группа характеров. Распределение µ на группе X называется безгранично дели-

мым, если для каждого натурального n существуют элемент xn ∈ X и распределение µn ∈ M1(X)

такие, что µ = µ∗nn ∗Exn . Примерами безгранично делимых распределений могут служить идем-

потентные распределения, в частности, вырожденные распределения, а также обобщенные рас-

пределения Пуассона e(F ), порожденные конечной мерой F

e(F ) = exp{−F (X)}
(
E0 + F + F ∗2/2! + · · ·+ F ∗n/n! + · · ·

)
.

Отметим следующие свойства безгранично делимых распределений:

(a) для того чтобы характеристическая функция безгранично делимого распределения µ об-

ращалась в нуль, необходимо и достаточно, чтобы µ имело невырожденный идемпотентный де-

литель ([104, теорема 4.2]);

(b) если µ – безгранично делимое распределение, то множество N = {y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0} –

открытая подгруппа в Y ([104, лемма 5.4]);

(c) множество безгранично делимых распределений образует замкнутую подполугруппу в

M1(X) ([104, теорема 4.1]).
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2.16. Формула Леви–Хинчина. Пусть X – локально компактная абелева группа, Y – ее

группа характеров. Для того чтобы сформулировать групповой аналог формулы Леви–Хинчина

о представлении характеристической функции безгранично делимого распределения на группе

X, нам понадобится следующее утверждение.

На произведении X × Y существует функция g(x, y), обладающая следующими свойствами:

(a) g(x, y) непрерывна по обеим переменным x и y;

(b) sup
x∈X

sup
y∈K
|g(x, y)| <∞ для каждого компактного подмножества K ⊂ Y ;

(c) g(x, y1 + y2) = g(x, y1) + g(x, y2) для всех x ∈ X, y1, y2 ∈ Y и g(−x, y) = −g(x, y);
(d) если K – произвольный компакт в Y , то существует такая окрестность нуля UK в X, что

(x, y) = exp{ig(x, y)} для всех x ∈ UK и y ∈ K;

(e) если K – произвольный компакт в Y , то g(x, y) стремится к нулю равномерно по y ∈ K
при x стремящимся к нулю группы X ([104, лемма 5.3]).

Теперь мы можем сформулировать теорему об искомом представлении.

Пусть X – локально компактная абелева группа. Если µ – безгранично делимое распределение

на X без идемпотентных делителей, то характеристическая функция µ̂(y) имеет представ-

ление

(i) µ̂(y) = (x0, y) exp


∫

X\{0}

[(x, y)− 1− ig(x, y)]dF (x)− φ(y)

 ,

где x0 – фиксированный элемент X, g(x, y) – функция на X × Y , которая не зависит от µ и

обладает указанными выше свойствами, F – σ-конечная мера, конечная на дополнении любой

окрестности нуля группы X, для которой∫
X\{0}

[1− Re(x, y)]dF (x) <∞

для любого y ∈ Y и φ(y) – неотрицательная непрерывная функция, удовлетворяющая уравне-

нию

(ii) φ(u+ v) + φ(u− v) = 2[φ(u) + φ(v)], u, v ∈ Y.

Обратно, любая функция, представимая в виде (i) – характеристическая функция некото-

рого безгранично делимого распределения без идемпотентных делителей ([104, теорема 7.1]).

Представление (i) называется формулой Леви–Хинчина. Мера F называется мерой Леви без-

гранично делимого распределения µ. Назовем для краткости представление (i) – представлением

(x0, F, φ). Если характеристическая функция одного и того же безгранично делимого распреде-

ления µ имеет два представления (x1, F1, φ1) и (x2, F2, φ2), то φ1(y) = φ2(y), y ∈ Y , а F1 = F2

на дополнении к подгруппе bX . Представление (i) единственно тогда и только тогда, когда либо

bX = {0}, либо bX = X(2) ([104, глава IV, §8]).

Следующее утверждение в некоторых случаях позволяет сводить изучение произвольного без-

гранично делимого распределения к изучению безгранично делимого распределения без идемпо-

тентных делителей.
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2.17. Теорема. Пусть X – локально компактная абелева группа, µ – безгранично делимое

распределение на X. Тогда µ = mK ∗ ν, где K – некоторая компактная подгруппа в X, а ν –

безгранично делимое распределение без идемпотентных делителей ([104, теорема 7.2]).

2.18. Теорема Крамера. Пусть γ – гауссовское распределение в пространстве Rm и γ =

γ1 ∗ γ2, где γj ∈ M1(Rm). Тогда γj – также гауссовские распределения ([12, теорема 6.3.2]).

2.19. Теорема. Пусть F (t), t ∈ Rm, – характеристическая функция, Φ(t), t ∈ Rm, – ограни-

чение на Rm целой функции Φ(z), z ∈ Cm. Предположим, что

(i) F (t) = Φ(t), t ∈ U,

где U – некоторая окрестность нуля в Rm. Тогда F (t) может быть продолжена в Cm, как

целая функция и (i) справедливо для всех t ∈ Rm ([12, гл. V I, §1]).

2.20. Предложение. Пусть G – локально компактная абелева группа, X = Rm×G. Обозна-

чим элементы группы X∗ ∼= Rm×H, где H = G∗, через (s, h), s ∈ Rm, h ∈ H. Пусть µ ∈ M1(X)

и предположим, что µ̂(s, 0) – целая функция относительно s. Тогда µ̂(s, h) – целая функция

относительно s при любом фиксированном h ∈ H, и представление

µ̂(s, h) =

∫
X

ei⟨t,s⟩(g, h)dµ(x)

справедливо при любых s ∈ C, h ∈ H.

2.21. Условное распределение. Пусть X – топологическая группа. Пусть ξ и η – случай-

ные величины со значениями в группе X. Условным распределением случайной величины η при

фиксированной ξ называется такая функция Pη|ξ(x,B), заданная на X ×B(X), что

(i) при любом фиксированном x ∈ X функция Pη|ξ(x,B) – распределение на X;

(ii) при любом фиксированном B ∈ B(X) и любом C ∈ B(X) выполнено

P{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ C, η(ω) ∈ B} =
∫
C

Pη|ξ(x,B)dµξ(x).

Из определения условного распределения случайной величины η при фиксированной ξ следует,

что это распределение симметрично, т.е.

Pη|ξ(x,B) = Pη|ξ(x,−B)

тогда и только тогда, когда

P{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ C, η(ω) ∈ B} = P{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ C, η(ω) ∈ −B}

для любых B,C ∈ B(X).
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Глава II

Гауссовские распределения на локально компактных абелевых
группах

Эта глава посвящена гауссовским распределениям на локально компактных абелевых группах

X, удовлетворяющих второй аксиоме счетности. Мы определяем гауссовское распределение на

группе X и изучаем его свойства. Мы полностью описываем те группы X, на которые могут быть

перенесены классические теоремы Крамера и Марцинкевича. Мы также полностью описываем

группы X, обладающие свойством, что на них любое распределение, которое каждый характер

группы X переводит в гауссовское распределение на группе T, является гауссовским.

§3. Свойства гауссовских распределений

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

Y – ее группа характеров. В этом параграфе, следуя Партасарати, мы определяем гауссовское

распределение на группе X и изучаем его свойства.

3.1. Определение гауссовского распределения. Распределение γ на группе X называется

гауссовским, если его характеристическая функция представима в виде

(i) γ̂(y) = (x, y) exp{−φ(y)}, y ∈ Y,

где x ∈ X, а φ(y) — непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению

2.16(ii) (см. [104, гл. 4, §6]).

Множество гауссовских распределений на группе X обозначим через Γ(X). Гауссовское рас-

пределение называется симметричным, если в (i) x = 0. Множество симметричных гауссовских

распределений на группе X обозначим через Γs(X).

3.2. Для групп X = Rk и X = Tk приведенное в 3.1 определение гауссовского распределения

совпадает с классическим. Действительно, если X = Rk, то Y ∼= Rk. Элементы группы Y бу-

дем обозначать через y ∈ Rk. Очевидно, что непрерывная неотрицательная функция φ(y) на Y ,

удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), имеет вид

φ(y) = ⟨Ay, y⟩, y ∈ Rk,

где A – симметричная неотрицательно определенная матрица. Отсюда следует, что определение

3.1 гауссовского распределения для группы X = Rk совпадает с классическим. В частности, если

µ ∈ Γ(R), то характеристическая функция µ̂(s) может быть записана в виде

µ̂(s) = exp

{
ias− σ2s2

2

}
, a ∈ R, σ ≥ 0, s ∈ R. (3.1)

Если в (3.1) σ > 0, то µ имеет плотность ρ(t) относительно меры Лебега

ρ(t) =
dµ

dt
=

1√
2πσ

e−
(t−a)2

2σ2 .
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Пусть X = Tk, тогда Y ∼= Zk. Элементы группы Y будем обозначать через n ∈ Zk. В со-

ответствии с классическим определением гауссовского распределения, γ ∈ Γ(Tk) если γ являет-

ся образом некоторого гауссовского распределения µ ∈ Γ(Rk) при естественном гомоморфизме

p : Rk 7→ Tk ∼= Rk/(2πZ)k. Если характеристическая функция распределения µ имеет вид

µ̂(s) = exp{i⟨t, s⟩ − ⟨As, s⟩}, s ∈ Rk,

где t ∈ Rk, а A – симметричная неотрицательно определенная матрица, то по предложению 2.10

γ̂(n) = p̂(µ)(n) = exp{i⟨t, n⟩ − ⟨An, n⟩}, n ∈ Zk.

Таким образом, γ является гауссовским распределением согласно определению 3.1. Легко ви-

деть, что обратное утверждение также верно (ср. с предложением 3.8). Отметим также, что если

µ ∈ Γ(R) – невырожденное распределение, то γ также имеет плотность ϱ(eit) относительно рас-

пределения Хаара mT

ϱ(eit) =

√
2π

σ

∞∑
n=−∞

exp

{
− 1

2σ2
(t− a+ 2πn)2

}
, (3.2)

а характеристическая функция γ̂(n) имеет вид

γ̂(n) = exp

{
ian− σ2n2

2

}
, n ∈ Z.

3.3. Замечание. Непрерывную функцию φ(y), удовлетворяющую уравнению 2.16(ii), называ-

ют также квадратичной формой на группе Y . По функции φ(y), удовлетворяющей уравнению

2.16(ii), можно построить соответствующую билинейную форму по формуле

Φ(u, v) =
1

2
[φ(u+ v)− φ(u)− φ(v)], u, v ∈ Y. (3.3)

Очевидно, что функция Φ(u, v) удовлетворяет условиям

(i) Φ(u, v) = Φ(v, u);

(ii) Φ(u+ v, w) = Φ(u,w) + Φ(v, w).

Легко видеть, что если функция Φ(u, v) удовлетворяет условиям (i) и (ii), то функция

φ(y) = Φ(y, y) (3.4)

удовлетворяет уравнению 2.16(ii) (ср. с теоремой 5.5).

3.4. Замечание. Заметим, что если f(y) = exp{−φ(y)}, где φ(y) – непрерывная неотрицатель-

ная функция на группе Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), то f(y) – характеристическая

функция, а значит – характеристическая функция некоторого гауссовского распределения на

X. Действительно, пусть y1, . . . , yk – фиксированные элементы группы Y . Рассмотрим функцию

φ(n1y1 + · · · + nkyk), как функцию от целочисленных переменных nj . Пусть функция ψ(y1, y2)

построена по функции φ(y) по формуле (3.3). Из (3.4) находим

φ(n1y1 + · · ·+ nkyk) = ⟨An, n⟩, n = (n1, . . . , nk) ∈ Zk, A = (αij)
k
i,j=1, αij = ψ(yi, yj).

Так как φ(y) ≥ 0, то матрица A неотрицательно определена. Отсюда следует, что функция

exp{−φ(n1y1 + · · · + nkyk)}, рассматриваемая как функция от целочисленных переменных nj ,

является положительно определенной на группе Zk. Это влечет положительную определенность

функции f(y), а значит, по теореме Бохнера f(y) – характеристическая функция.
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3.5. Замечание. Пусть φ(y) – непрерывная функция на группе Y , удовлетворяющая урав-

нению 2.16(ii). Тогда φ(y + y0) = φ(y) для любых y ∈ Y, y0 ∈ bY . В частности, φ(y) = 0

при y ∈ bY . Действительно, пусть H – компактная подгруппа группы Y . Рассмотрим равен-

ство 2.16(ii), считая, что u, v ∈ H и проинтегрируем его по мере dmH(u). Учитывая 2.14 (a),

получаем φ(v) = 0, v ∈ H. Следовательно, φ(v) = 0, v ∈ bY . Зафиксируем y ∈ Y, y0 ∈ bY .

Обозначим через M наименьшую замкнутую подгруппу в Y , содержащую элемент y0. Поскольку

y0 ∈ bY , то M – компактная группа. Рассмотрим на группе Z функцию P (l) = φ(y + ly0). Легко

видеть, что функция P (l) удовлетворяет уравнению

P (m+ n) + P (m− n) = 2P (m), m, n ∈ Z.

Отсюда следует, что P (l) = a0 + la1, l ∈ Z, где a0, a1 – некоторые константы, зависящие, вообще

говоря, от y и y0. Функция φ(y) непрерывна на компакте y +M , а значит, ограничена на нем.

Поэтому a1 = 0, а следовательно φ(y + y0) = φ(y).

Изучим вопрос о носителе гауссовского распределения. Очевидно, что не ограничивая общ-

ности, можно считать гауссовское распределение симметричным.

3.6. Предложение. Пусть γ – симметричное гауссовское распределение на группе X. Тогда

σ(γ) = G, где G – связная подгруппа группы X.

Доказательство. Рассмотрим множество E = {y ∈ Y : γ̂(y) = 1} и положим G = A(X,E).

Как следует из предложения 2.13, σ(γ) ⊂ G. Поэтому γ можно рассматривать, как гауссовское

распределение на G. Обозначим H = G∗. Характеристическая функция γ̂(h), h ∈ H обладает

тем свойством, что

{h ∈ H : γ̂(h) = 1} = {0}. (3.5)

Из (3.5) и замечания 3.5 следует, что bH = {0}, а тогда по теореме 1.9.3 cG = G, т.е. группа G

связна.

Предложение 3.6 будет доказано, если мы проверим, что γ(U) > 0 для любого открытого

подмножества U ⊂ G. Допустим противное. Тогда γ(U) = 0 для некоторого открытого множества

U ⊂ G. Выберем такое открытое подмножество U0 в U и такую окрестность нуля V в G, что

U0 + V ⊂ U . По теореме 1.11.2 G = L × K, где L ∼= Rm, m ≥ 0, а K – связная компактная

группа. Воспользуемся теоремой 1.12.2 и выберем в K ∩V такую замкнутую подгруппу S, чтобы

K/S ∼= Tk×F , где k ≥ 0, а F – конечная группа. Поскольку группа K связна, то F = {0}. Имеем

в результате G/S ∼= Rm × Tk. Обозначим этот топологический изоморфизм через τ и положим

p = τα, где α – естественный гомоморфизм α : G 7→ G/S. Очевидно, что p(γ) ∈ Γ(Rm × Tk),

причем

{y ∈ Rm × Zk : p̂(γ)(y) = 1} = {0}. (3.6)

Из (3.6) следует, что σ(p(γ)) = Rm × Tk. Кроме того,

p(γ)(p(U0)) = γ{p−1(p(U0))} = γ{U0 + S} ≤ γ{U0 + V } ≤ γ{U} = 0,

что невозможно, ибо множество p(U0) открыто. Полученное противоречие доказывает, что γ(U) >

0. �

Из доказательства предложения 3.6 непосредственно вытекает следующее утверждение.
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3.7. Следствие. Пусть γ – симметричное гауссовское распределение на группе X. Предпо-

ложим, что {y ∈ Y : γ̂(y) = 1} = {0}. Тогда группа X связна и σ(γ) = X.

Итак, изучая гауссовские распределения, мы можем ограничиться лишь связными группа-

ми. Мы докажем сейчас, что произвольное симметричное гауссовское распределение на связной

группе X может быть представлено, как непрерывный гомоморфный образ гауссовского распре-

деления в линейном пространстве. Это пространство либо конечномерно, либо бесконечномерно,

в зависимости от того, конечна или бесконечна размерность группы X. Рассмотрим вначале слу-

чай, когда группа X имеет конечную размерность.

3.8. Предложение. Пусть X – связная группа конечной размерности l. Тогда существует

непрерывный гомоморфизм p : Rl 7→ X, обладающий следующим свойством: для любого сим-

метричного гауссовского распределения γ на группе X существует симметричное гауссовское

распределение µ на группе Rl такое, что γ = p(µ).

Доказательство. По теореме 1.11.2 группа X топологически изоморфна группе Rm × K,

где m ≥ 0, а K – связная компактная группа. Предположим вначале, что X = K. Обозначим

D = K∗. Из теорем 1.6.1 и 1.6.2 вытекает, что D – дискретная группа без кручения. По теореме

1.6.3 r(D) = l. Выберем в D максимальную независимую систему элементов d1, . . . , dl. Тогда для

каждого d ∈ D существуют целые числа k, k1, . . . , kl такие, что

kd = k1d1 + · · ·+ kldl. (3.7)

Из независимости множества {dj}lj=1 следует, что набор рациональных чисел {kj/k}lj=1 однознач-

но определяется по d. Поскольку D – группа без кручения, то отображение

πd = (k1/k, . . . , kl/k) (3.8)

является мономорфизмом π : D 7→ Rl.

Пусть функция φ(d) на группе D удовлетворяет уравнению 2.16(ii). Учитывая замечание 3.3,

из (3.7) и (3.3) получаем

k2φ(d) = k2ψ(d, d) = ψ(kd, kd) = ψ (k1d1 + · · ·+ kldl, k1d1 + · · ·+ kldl) =
l∑

i,j=1

αijkikj ,

где αij = ψ(di, dj), 1 ≤ i, j ≤ l. Следовательно,

φ(d) =

l∑
i,j=1

αij(ki/k)(kj/k) = ⟨Aπd, πd⟩, (3.9)

где A = (αij)
l
i,j=1. Если φ(d) ≥ 0 при d ∈ D, то симметричная матрица A является неотрицательно

определенной, т.е. квадратичная форма ⟨As, s⟩ неотрицательна для любого s ∈ Rl.

Пусть γ ∈ Γs(K) и характеристической функции γ̂(d) отвечает функция φ(d) в 3.1(i). Из (3.9)

вытекает, что

γ̂(d) = exp{−⟨Aπd, πd⟩}, d ∈ D. (3.10)

Пусть µ – гауссовское распределение на Rl с характеристической функцией

µ̂(s) = exp{−⟨As, s⟩}, s ∈ Rl. (3.11)
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Обозначим через p сопряженный к π гомоморфизм p : Rl 7→ K. Поскольку π = p̃, то из предло-

жения 2.10 и (3.11) вытекает, что

p̂(µ)(d) = exp{−⟨Aπd, πd⟩}, d ∈ D. (3.12)

Из (3.10), (3.12) и 2.7 (b) заключаем, что γ = p(µ).

Предположим теперь, что группа X некомпактна. Тогда X ∼= Rm × K, где m ≥ 1, а K –

связная компактная группа конечной размерности n, m + n = l. Обозначим D = K∗. Тогда

по теореме 1.7.1 Y ∼= Rm × D. По теоремам 1.6.1 и 1.6.2 D – дискретная группа без круче-

ния. По теореме 1.6.3 r(D) = n. Чтобы не вводить дополнительных обозначений, будем счи-

тать, что Y = Rm × D. Обозначим через H подгруппу в Y вида H = Qm × D. Очевидно,

что подгруппа H плотна в Y . Рассмотрим в Qm максимальную независимую систему элемен-

тов e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , em = (0, . . . , 0, 1). Пусть d1, . . . , dn – максимальная независимая систему

элементов в D. Тогда e1, . . . , em, d1, . . . , dn – максимальная независимая система элементов в H.

Элементы группы Y обозначим через y = (s, d), s ∈ Rm, d ∈ D. Пусть h ∈ H. Тогда существуют

целые числа k, p1, . . . , pm, k1, . . . , kn такие, что

kh = p1e1 + · · ·+ pmem + k1d1 + · · ·+ kndn.

Отображение

πh = (p1/k, . . . , pm/k, k1/k, . . . , kn/k)

является мономорфизмом π : H 7→ Rl. Кроме того, легко видеть, что ограничение мономорфизма

π на Qm является тождественным отображением. Поэтому мономорфизм π можно продолжить

по непрерывности с H на Y по формуле

π(s, d) = (s, k1/k, . . . , kn/k), (s, d) ∈ Y (3.13)

(мы сохраняем для продолженного мономорфизма обозначение π).

Рассуждения, аналогичные проведенным в случае, когда X = K, показывают, что ограниче-

ние функции φ(y) на H имеет вид

φ(h) = ⟨Aπh, πh⟩, h ∈ H, (3.14)

где A = (αij)
l
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица, αij = ψ(ei, ej), 1 ≤

i, j ≤ m, αi,j+m = ψ(ei, dj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, αi+m,j+m = ψ(di, dj), 1 ≤ i, j ≤ n. Так как

функция φ(y) непрерывна на Y , то равенство (3.14) будет выполнено при любом y ∈ Y . При этом

π в правой части (3.14) определяется по формуле (3.13). Окончание доказательства проводится

так же, как в случае, когда X = K. �

3.9. Следствие Пусть X – связная группа конечной размерности l. Тогда любое симметрич-

ное гауссовское распределение γ на X является непрерывным мономорфным образом симмет-

ричного гауссовского распределения на группе Rm × Tn при некоторых m ≥ 0, n ≥ 0

Доказательство. Пусть µ ∈ Γs(Rl) и p : Rl 7→ X такие, как в предложении 3.8. Заметим,

что L = σ(µ) – подпространство в Rl. Обозначим через q ограничение p на L. Положим E =

Ker q. Тогда по теореме 1.16 E ∼= Ra × Zn, где a ≥ 0, n ≥ 0. Обозначим через τ естественный

30



гомоморфизм τ : L 7→ L/E. Очевидно, что L/E ∼= Rm × Tn, где m ≥ 0. Чтобы не вводить

дополнительных обозначений, будем считать, что L/E = Rm ×Tn. Тогда λ = τ(µ) ∈ Γ(Rm ×Tn).

Положим ς = qτ−1. Очевидно, что

ς : Rm × Tn 7→ X

– непрерывный мономорфизм и γ = ς(λ). �

Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда связная группа X имеет бесконечную размер-

ность. Отметим, что поскольку мы предполагаем, что группа X удовлетворяет второй аксиоме

счетности, то по теоремам 1.6.3 и 1.11.2, если размерность группы X бесконечна, то dim X = ℵ0.
Для дальнейшего нам понадобится понятие гауссовского распределения в пространстве Rℵ0 .

3.10. Гауссовское распределение в пространстве Rℵ0. Обозначим через Rℵ0 пространство

всех последовательностей вещественных чисел в топологии прямого произведения. Сходимость

элементов

t(k) = (t
(k)
1 , . . . , t(k)n , . . . )→ t = (t1, . . . , tn, . . . )

в этой топологии означает покоординатную сходимость. Пространство Rℵ0 можно рассматривать,

как проективный предел фильтрующегося семейства пространств Rn . Отметим, что топологи-

ческая группа Rℵ0 не локально компактна. В группе Rℵ0 можно ввести расстояние по формуле

ρ(u, v) =
∞∑
n=1

1

2n
|un − vn|

1 + |un − vn|
, u = (u1, . . . , un, . . . ), v = (v1, . . . , vn, . . . ) ∈ Rℵ0 .

Относительно введенного расстояния Rℵ0 является полной сепарабельной группой.

Обозначим через Rℵ0∗ – пространство всех финитных последовательностей вещественных чи-

сел с топологией строгого индуктивного предела пространств Rn. Сходимость элементов

s(k) = (s
(k)
1 , . . . , s(k)n , 0, . . . )→ s = (s1, . . . , sn, 0, . . . )

в этой топологии означает, что все s(k) лежать в одном пространстве Rn и там сходятся. То-

пологическая группа Rℵ0∗ также не локально компактна. Пусть t = (t1, . . . , tn, . . . ) ∈ Rℵ0 и

s = (s1, . . . , sn, 0, . . . ) ∈ Rℵ0∗. Обозначим через ⟨t, s⟩ =
∞∑
j=1

tjsj . При фиксированном s ∈ Rℵ0∗

функция

(t, s) = exp{i⟨t, s⟩} (3.15)

на группе Rℵ0 является непрерывным гомоморфизмом группы Rℵ0 в группу T и является поэтому

характером группы Rℵ0 . Легко видеть также, что любой характер группы Rℵ0 имеет вид (3.15).

Обозначим через B(Rℵ0) – σ-алгебру борелевских множеств в Rℵ0 , т.е. минимальную σ-алгебру,

порожденную множествами вида Un
J ×Rℵ0\J , где Un

J – открытое множество в Rn
J , J = (j1, . . . , jn),

Rn
J = {t ∈ Rℵ0 : tj = 0 при j /∈ J} и Rℵ0\J = {t ∈ Rℵ0 : tj = 0 при j ∈ J}. Из определения

топологии в Rℵ0 и σ-алгебры B(Rℵ0) вытекает, что каждая непрерывная функция на Rℵ0 является

B(Rℵ0)-измеримой. Пусть µ – распределение на Rℵ0 . Определим характеристическую функцию

распределения µ по формуле

µ̂(s) =

∫
Rℵ0

(t, s)dµ(t), s ∈ Rℵ0∗.

31



Легко видеть, что характеристическая функция µ̂(s) обладает следующими свойствами:

(a) µ̂(0) = 1;

(b) функция µ̂(s) непрерывна;

(c) функция µ̂(s) положительно определена на каждом подпространстве Rn
J ⊂ Rℵ0∗.

Из теоремы Колмогорова и теоремы Бохнера для группы Rn следует, что каждой функции

g(s) на группе Rℵ0∗, обладающей свойствами (a)− (c), соответствует такое единственное распре-

деление µg на группе Rℵ0 , что µ̂g(s) = g(s).

Пусть A = (αij)
∞
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица, т.е. квадратич-

ная форма ⟨As, s⟩ =
∞∑

i,j=1
αijsisj неотрицательна для любого s ∈ Rℵ0∗.

Теперь мы можем определить гауссовское распределение на группе Rℵ0 .

Распределение µ на группе Rℵ0 называется гауссовским, если его характеристическая функ-

ция представима в виде

µ̂(s) = (t, s) exp{−⟨As, s⟩}, s ∈ Rℵ0∗, (3.16)

где t ∈ Rℵ0 , а A = (αij)
∞
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица.

Множество гауссовских распределений на группе Rℵ0 обозначим через Γ(Rℵ0). Гауссовское

распределение называется симметричным, если в (3.16) t = 0. Множество симметричных гаус-

совских распределений на группе Rℵ0 обозначим через Γs(Rℵ0).

Теперь для связных групп бесконечной размерности мы можем доказать утверждение, ана-

логичное предложению 3.8.

3.11. Предложение. Пусть X – связная группа и dim X = ℵ0. Тогда существует непрерыв-

ный гомоморфизм p : Rℵ0 7→ X, обладающий следующим свойством: для любого симметричного

гауссовского распределения γ на группе X существует симметричное гауссовское распределение

µ на группе Rℵ0 такое, что γ = p(µ).

Доказательство. По теореме 1.11.2 группа X топологически изоморфна группе Rm ×K,

где m ≥ 0, а K – связная компактная группа. Предположим вначале, что X = K. Обозначим

D = K∗. Тогда по теоремам 1.6.1 и 1.6.2 D – дискретная группа без кручения. По теореме 1.6.3

r(D) = ℵ0. Выберем в D максимальную независимую систему элементов d1, . . . , dl, . . . . Тогда для

каждого d ∈ D существуют целые числа k, k1, . . . , kl такие, что

kd = k1d1 + · · ·+ kldl.

Из независимости множества {dj}lj=1 следует, что набор рациональных чисел {kj/k}lj=1 однознач-

но определяется по d. Поскольку D – группа без кручения, то отображение

πd = (k1/k, . . . , kl/k, 0, . . . ) (3.17)

является мономорфизмом π : D 7→ Rℵ0∗.

Пусть отображение p : Rℵ0 7→ K определяется из равенства (pt, d) = (t, πd) для любых t ∈
Rℵ0 , d ∈ D. Легко непосредственно проверить, что p – непрерывный гомоморфизм.

Заметим теперь, что если α – произвольное распределение на группе Rℵ0 , то характеристиче-

ская функция распределения p(α) ∈ M1(K) имеет вид

p̂(α)(d) = α̂(πd), d ∈ D. (3.18)
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Отметим, что поскольку группы Rℵ0 и Rℵ0∗ не локально компактны, то равенство (3.18) не

вытекает из предложения 2.10, а доказывается независимо.

Аналогично тому, как это сделано при доказательстве предложения 3.8, убеждаемся, что

любая неотрицательная функция φ(d) на D, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), представима

в виде

φ(d) = ⟨Aπd, πd⟩, d ∈ D, (3.19)

где A = (αij)
∞
i,j=1 – некоторая симметричная неотрицательно определенная матрица, αij =

ψ(di, dj), а πd определяется по формуле (3.17).

Пусть γ ∈ Γs(K) и характеристической функции γ̂(d) отвечает функция φ(d) в 3.1 (i). Из

(3.19) вытекает, что

γ̂(d) = exp{−⟨Aπd, πd⟩}, d ∈ D. (3.20)

Пусть µ – гауссовское распределение на Rℵ0 с характеристической функцией

µ̂(s) = exp{−⟨As, s⟩}, s ∈ Rℵ0∗. (3.21)

Из (3.18) и (3.21) следует, что

p̂(µ)(d) = exp{−⟨Aπd, πd⟩}, d ∈ D. (3.22)

Сравнивая (3.20) и (3.22) и учитывая 2.7(b), заключаем, что γ = p(µ).

Общий случай, т.е. когда X ∼= Rm×K, где m ≥ 1, а K – связная компактная группа, dim K =

ℵ0, рассматривается аналогично тому, как это сделано при доказательстве предложения 3.8. При

этом мономорфизм π : Y 7→ Rℵ0∗ определяется по формуле

π(s, d) = (s, k1/k, . . . , kl/k, 0, . . . ), (s, d) ∈ Y. (3.23)

�

3.12. Замечание В предложении 3.6 доказано, что носитель любого симметричного гауссов-

ского распределения на группе X – некоторая связная подгруппа G группы X. Предложения 3.8

и 3.11 позволяют легко доказать, что для любой связной группы X существует симметричное

гауссовское распределение γ на группе X такое, что σ(γ) = X. Действительно, поскольку на

группе Rm существует симметричное гауссовское распределение γ такое, что σ(γ) = Rm, то в си-

лу теоремы 1.11.2 это утверждение достаточно доказать для связной компактной группы. Итак,

предположим, что группа X связна и компактна, а π – либо мономорфизм, такой, как в доказа-

тельстве предложения 3.8, если dim X = l < ∞, либо такой, как в доказательстве предложения

3.11, если dim X = ℵ0. В обоих случаях распределение γ ∈ Γ(X) с характеристической функцией

вида

γ̂(y) = exp{−⟨πy, πy⟩}, y ∈ D,

– искомое. Это вытекает из того, что γ̂(y) = 1 лишь при y = 0 и следствия 3.7.

Отметим также, что из доказательства предложений 3.8 и 3.11 непосредственно вытекает,

что если f(y) = exp{−φ(y)}, где φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на группе Y ,

удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), то f(y) – характеристическая функция (ср. с замечанием

3.4).
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3.13. Предположим, что группа X недискретна и γ – мера на X. Разложим меру γ в сумму

γ = γac + γs + γd,

где γac – мера, абсолютно непрерывная относительно меры mX , γs – мера, сингулярная относи-

тельно меры mX , γd – дискретная мера. Такое разложение будем называть структурой меры

γ.

Обсудим вопрос о структуре гауссовского распределения. Учитывая предложение 3.6, группу

X будем считать связной. Проверим вначале, что если γ – невырожденное гауссовское распреде-

ление на X, то в (i) γd = 0. По теореме 1.11.2 X ∼= Rm×K, где m ≥ 0, а K – связная компактная

группа. Обозначим D = K∗. По теоремам 1.7.1, 1.6.1 и 1.6.2 Y ∼= Rm × D, где D – дискретная

группа без кручения. Пусть y0 – произвольный элемент группы Y . Обозначим через M подгруппу

в Y , порожденную элементом y0. Очевидно, что M ∼= Z, а следовательно M∗ ∼= T. Из теоремы

1.9.2 вытекает, что M∗ ∼= X/A(X,M). Таким образом, X/A(X,M) ∼= T. Обозначим этот топо-

логический изоморфизм через τ и положим p = τα, где α : X 7→ X/A(X,M) – естественный

гомоморфизм. Тогда p : X 7→ T – непрерывный гомоморфизм. Если γ({x0}) > 0, то мы имеем

p(γ)({px0}) = γ(p−1({px0})) ≥ γ({x0}) > 0,

что невозможно, так как p(γ) ∈ Γ(T), а любое невырожденное гауссовское распределение на

группе T абсолютно непрерывно.

Дальнейшее изучение структуры гауссовского распределения проведем отдельно для не ло-

кально связных групп и локально связных групп. Напомним, что по теореме 1.11.3 каждая связ-

ная локально связная локально компактная абелева группа X, удовлетворяющая второй аксиоме

счетности, топологически изоморфна группе Rm × Tn, где m ≥ 0 и n ≤ ℵ0.

3.14. Предложение. Пусть X – связная не локально связная группа. Пусть γ – невырож-

денное гауссовское распределение на X. Тогда γ сингулярно.

Доказательство. Очевидно, что утверждение достаточно доказать в предположении, что γ

– симметричное гауссовское распределение. Обозначим через L либо группу Rm, где m – нату-

ральное число, если dim X = m, либо группу Rℵ0 , если dim X = ℵ0. Как следует из предложений

3.8 и 3.11, существует такой непрерывный гомоморфизм p : L 7→ X, что γ = p(ν), где ν – некото-

рое гауссовское распределение на L. Поэтому распределение γ сосредоточено на подгруппе p(L).

Проверим, что подгруппа p(L) – борелевская. Положим G = L/Ker p. Гомоморфизм p опреде-

ляет непрерывный мономорфизм p̂ : G 7→ X по формуле p̂[t] = pt. Заметим, что так как L –

полная сепарабельная метрическая группа и Ker p – замкнутая подгруппа в L, то и G – полная

сепарабельная метрическая группа. Применяя теорему Суслина к отображению p̂ и замечая, что

p̂(G) = p(L), заключаем, что p(L) – борелевское множество. Подгруппа p(L) не может совпадать

с X. Действительно, в таком случае группа X являлась бы объединением своих однопараметри-

ческих подгрупп, а значит была бы линейно связной. Тогда по теореме 1.11.3 группа X была бы

локально связной, что противоречит условию.

Заметим теперь, что если группа X удовлетворяет второй аксиоме счетности и B – такое

борелевское подмножество в X, что mX(B) > 0, то разностное множество B −B = {x ∈ X : x =

u − v, u, v ∈ B} содержит окрестность нуля группы X ([85, (20.17)]). Отсюда следует, что если
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группа X связна, B – измеримая подгруппа в X такая, что mX(B) > 0, то B = X. Из сказанного

выше при B = p(L) заключаем, что mX(p(L)) = 0, а поэтому γ = γs. �

3.15. Предположим теперь, что группа X связна и локально связна. Пусть γ – невырожденное

симметричное гауссовское распределение на X. Если dim X = l <∞, то по теореме 1.11.3 X ∼=
Rm × Tn, где m ≥ 0, n ≥ 0, m + n = l. По предложению 3.8 γ = p(µ), где µ – симметричное

гауссовское распределение в Rl. Положим G = σ(µ). Тогда G – некоторое подпространство в Rl.

Отсюда следует, что если G = Rl, то γ = γac, а если G ̸= Rl, то γ = γs.

Предположим теперь, что dim X = ℵ0. Тогда по теореме 1.11.3 X ∼= Rm × Tℵ0 , где m ≥ 0.

Воспользуемся следующей теоремой Какутани ([92]).

Теорема. Пусть {µi} и {νi} – две последовательности распределений на вероятностном

пространстве Ω. Предположим, что для всех i = 1, 2, . . . распределения µi и νi взаимно абсо-

лютно непрерывны. Тогда прямые произведения распределений

(i) µ =

∞⊗
i=1

µi, ν =

∞⊗
i=1

νi

взаимно абсолютно непрерывны, если сходится бесконечное произведение

(ii)
∞∏
i=1

∫
Ω

√
dµi
dνi

dνi

(dµi/dνi – производная Радона–Никодима) и взаимно сингулярны, если это произведение расхо-

дится.

Теорема Какутани позволяет строить на связных локально связных группах X бесконечной

размерности, как абсолютно непрерывные, так и сингулярные гауссовские распределения. Огра-

ничимся рассмотрением случая, когда X = Tℵ0 . Тогда Y ∼= Zℵ0∗. Элементы группы Y будем

обозначать через n ∈ Zℵ0∗. Из предложения 3.11 следует, что характеристическая функция рас-

пределения µ ∈ Γs(Tℵ0) имеет вид

µ̂(n) = exp{−⟨An, n⟩}, n ∈ Zℵ0∗, (3.24)

где A = (αij)
∞
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица.

Пусть µi – симметричное гауссовское распределение на группе T с характеристической функ-

цией

µ̂i(n) = exp{−σ2i n2/2}, σi > 0, n ∈ Z,

(см. 3.2), а νi = mT. Тогда в (i) µ ∈ Γ(Tℵ0) и отвечающая гауссовскому распределению µ матрица

A = (αij)
∞
i,j=1 в представлении (3.24) диагональна, т.е. αij = 0 при i ̸= j, αii =

1
2σ

2
i , а ν = mTℵ0 .

Заметим, что плотность
dµi
dνi

(eit) может быть записана в виде

dµi
dνi

(eit) =

∞∑
n=−∞

exp
{
−σ2i n2/2 + int

}
.

Легко видеть, что если σ2i = i, i = 1, 2, . . . , то бесконечное произведение (ii) в этом случае

сходится, а значит µ = µac. Если же σ2i = 1, i = 1, 2, . . . , то бесконечное произведение (ii)

расходится, а значит, µ = µs.

Сформулируем теперь два критерия того, что распределение γ на группе X является гаус-

совским.
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3.16. Предложение. Распределение γ на группе X является гауссовским тогда и только

тогда, когда оно удовлетворяет следующим условиям:

(i) γ – безгранично делимое распределение;

(ii) если γ = e(Φ) ∗ α, где Φ – конечная мера на X, а α – безгранично делимое распределение,

то мера Φ вырождена в нуле.

Доказательство непосредственно вытекает из формулы Леви–Хинчина 2.16 (i) и единствен-

ности функции φ(y) в представлении 2.16 (i).

3.17. Предложение. Распределение γ на группе X является гауссовским тогда и только

тогда, когда оно удовлетворяет следующим условиям:

(i) γ – безгранично делимое распределение;

(ii) любым характером y ∈ Y распределение γ переводится в гауссовское распределение на

группе T.

Доказательство. Очевидно, что гауссовское распределение удовлетворяет условиям (i) и (ii).

Пусть γ – безгранично делимое распределение, удовлетворяющее условию (ii). Предположим, что

γ = e(Φ)∗α, где Φ – конечная мера на X, а α – безгранично делимое распределение. Пусть y ∈ Y .

Тогда y(γ) и y(α) – безгранично делимые распределения на группе T, и y(γ) = e(y(Φ)) ∗ y(α).
По условию (ii) y(γ) ∈ Γ(T). Из предложения 3.16 вытекает, что мера y(Φ) вырождена в нуле.

Значит, и мера Φ вырождена в нуле. Снова применяя предложение 3.16, получаем, что γ ∈ Γ(X).

�

Для дальнейшего нам понадобится следующая лемма.

3.18. Лемма. Пусть H – открытая подгруппа в Y , φ0(h) – непрерывная неотрицательная

функция на H, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii). Тогда существует непрерывная неотри-

цательная функция φ(y) на Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii) такая, что ее ограничение

на H совпадает с φ0(h).

Доказательство. Пусть y1 /∈ H. Стандартные рассуждения, которые мы опускаем, показы-

вают, что достаточно продолжить функцию φ0(h) с сохранением ее свойств с подгруппы H на

открытую подгруппу H1 = {y ∈ Y : y = ny1 + h, n ∈ Z, h ∈ H}. Возможны 2 случая.

1. ny1 ∩H = ∅ для любого n ∈ Z, n ̸= 0. Положим φ(ny1 + h) = φ0(h), n ∈ Z, h ∈ H.

2. ny1 ∈ H при некотором n ∈ Z, n ̸= 0. Пусть n0 – такое минимальное натуральное число,

что n0y1 ∈ H. Тогда n0y ∈ H для любого y ∈ H1. Положим φ(y) = φ0(n0y)/n
2
0, y ∈ H1.

Очевидно, что так определенная функция φ(y) неотрицательна и непрерывна. Мы имеем,

φ(u+ v) + φ(u− v) = φ0(n0(u+ v))/n20 + φ0(n0(u− v))/n20

= 2
(
φ0(n0u)/n

2
0 + φ0(n0v)/n

2
0

)
= 2[φ(u) + φ(v)].

Таким образом, функция φ(y) обладает всеми требуемыми свойствами. �

3.19. Докажем в заключение несколько утверждений о свойствах множества Γ(X).

(a) Множество Γ(X) является подполугруппой в M1(X).

Доказательство непосредственно вытекает из определения 3.1.
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(b) Пусть K – компактная подгруппа в X, γ0 ∈ Γ(X/K), p : X 7→ X/K – естественный

гомоморфизм. Тогда существует такое гауссовское распределение γ ∈ Γ(X), что γ0 = p(γ).

Для доказательство положим H = A(Y,K). Тогда по теореме 1.9.4 H – открытая подгруппа в

Y . Из теорем 1.9.1 и 1.9.2 следует, что (X/K)∗ ∼= H. Поэтому характеристическая функция γ̂0(h)

имеет вид γ̂0(h) = ([x0], h) exp{−φ0(h)}, где [x0] ∈ X/K, φ0(h) – непрерывная неотрицательная

функция на H, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii). Возьмем x ∈ [x0]. По лемме 3.18 существует

функция φ(y), продолжающая функцию φ0(h) сохранением ее свойств с подгруппы H на Y .

Пусть функция f(y) на группе Y имеет вид f(y) = (x, y) exp{−φ(y)}. По замечанию 3.4 f(y) –

характеристическая функция некоторого гауссовского распределения γ на X. По следствию 2.11

γ0 = p(γ).

(c) Пусть IC(X) – множество сдвигов распределений Хаара связных компактных подгрупп

группы X. Имеет место равенство

Γ(X) = Γ(X) ∗ IC(X). (3.25)

Докажем вначале включение

Γ(X) ⊃ Γ(X) ∗ IC(X). (3.26)

Пусть K – связная компактная подгруппа в X, H = A(Y,K). По замечанию 3.12 существует

такое симметричное гауссовское распределение γ ∈ Γs(K), что σ(γ) = K. Распределение γ можно

рассматривать, как гауссовское распределение на X. Пусть характеристическая функция γ̂(y)

имеет вид

γ̂(y) = exp{−φ(y)}, y ∈ Y.

Очевидно, что φ(y) = 0 при y ∈ H. В силу предложения 2.13 из σ(γ) = K следует, что φ(y) > 0 при

y /∈ H. Пусть k – натуральное число и γk – гауссовское распределение на X с характеристической

функцией

γ̂k(y) = exp{−kφ(y)} y ∈ Y.

Очевидно, что γ̂k(y) = 1 при y ∈ H и lim
k→∞

γk(y) = 0 при y /∈ H. Принимая во внимание 2.14(i),

мы видим, что последовательность γ̂k(y) сходится к m̂K(y) поточечно. Так как по теореме 1.9.4

подгруппа H открыта, то последовательность γ̂k(y) сходится к m̂K(y) равномерно на каждом

компактном подмножестве в Y . Из 2.7(h) получаем, что γk ⇒ mK , т.е. mK ∈ Γ(X). Отсюда

вытекает, что для любого µ ∈ Γ(X) имеет место сходимость

µ ∗ γk ⇒ µ ∗mK ,

т.е. выполнено (3.26).

Докажем обратное включение. Пусть µk ∈ Γ(X), µ ∈ M1(X) и µk ⇒ µ. Из 2.7(h) следует,

что µ̂k(y) → µ̂(y) равномерно на каждом компактном подмножестве в Y . В силу 2.15(c) µ –

безгранично делимое распределение. Следовательно, по 2.15(b) множество N = {y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0}
– открытая подгруппа в Y . Тогда по теореме 1.9.4 K = A(X,N) – компактная подгруппа в X.

Пусть µ̂k(y) = (xk, y) exp{−φk(y)}, где xk ∈ X, а φk(y) – непрерывная неотрицательная функция

на Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii). Очевидно, что при y ∈ N существует предел

lim
k→∞

φk(y) = φ0(y),
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где функция φ0(y) – непрерывна неотрицательна и удовлетворяет уравнению 2.16(ii). Так как

(xk, y) = µ̂k(y)/|µ̂k(y)|, то при y ∈ N существует lim
k→∞

(xk, y). Этот предел, очевидно, является

характером группы N , а значит по теореме 1.9.2 может быть записан в виде (x, y), где x ∈ X.

По лемме 3.18 существует функция φ(y), продолжающая функцию φ0(y) сохранением ее свойств

с подгруппы N на Y . Пусть функция f(y) на группе Y имеет вид f(y) = (x, y) exp{−φ(y)}. По

замечанию 3.4 f(y) – характеристическая функция некоторого гауссовского распределения γ на

X. В силу 2.14(i) и 2.7(b) µ = γ ∗mK . Проверим, что группа K связна. В силу 1.6.2 достаточно

убедиться, что K∗ – группа без кручения. По теоремам 1.9.1 и 1.9.2 K∗ ∼= Y/N . Очевидно, что

Y/N группа без кручения тогда и только тогда, когда при любом натуральном m из того, что

my ∈ N следует y ∈ N . Мы имеем

|µ̂(y)| = lim
k→∞

|µ̂k(y)| = lim
k→∞

exp{−φk(y)}.

Отсюда следует, что y ∈ N тогда и только тогда, когда последовательность {φk(y)} ограничена.

Поскольку φk(my) = m2φk(y), то из ограниченности последовательности {φk(my)} следует огра-

ниченность последовательности {φk(y)}. А значит, если my ∈ N то y ∈ N . Тем самым доказано,

что

Γ(X) ⊂ Γ(X) ∗ IC(X),

а, следовательно, доказано и (3.25).

§4. Теорема Крамера на локально компактных абелевых группах

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y

– ее группа характеров. Согласно классической теореме Крамера гауссовское распределение на

вещественной прямой имеет только гауссовские делители. С другой стороны, любое невырожден-

ное гауссовское распределение на группе T имеет негауссовские делители. В этом параграфе мы

изучаем вопросы разложения гауссовского распределения на группе X. Мы описываем, в част-

ности, опишем те группы X, на которых гауссовское распределение имеет только гауссовские

делители.

4.1. Разложение гауссовского распределения на группе T. Пусть X – компактная груп-

па, γ ∈ M1(X) и 0 < a < 1. Предположим, что распределение γ удовлетворяет условию:

(i) γ(E) ≥ amX(E)

для любого борелевского множества E ∈ B(X). Тогда имеет место разложение

(ii) γ =
γ − amX

1− a
∗ [(1− a)E0 + amX ].

Для доказательства достаточно в правой части (ii) раскрыть скобки и заметить, что для любого

ν ∈ M1(X) выполнено ν ∗mX = mX .

Пусть X = T. Если γ ∈ Γ(X) и γ – невырожденное распределение, то из (3.2) следует, что γ

удовлетворяет условию (i). Поэтому справедливо разложение (ii). Очевидно, что оба сомножи-

теля в (ii) негауссовские. Таким образом, любое невырожденное гауссовское распределение на
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группе T всегда имеет негауссовские делители. Следовательно, отсутствие в локально компакт-

ной абелевой группе X подгруппы, топологически изоморфной T, является необходимым усло-

вием для того чтобы любое гауссовское распределение на X имело только гауссовские делители.

Оказывается, что это условие является и достаточным. Для доказательства нам понадобятся

следующие леммы.

4.2. Лемма. Пусть X – связная группа, dim X = ℵ0, X не содержит подгруппы, топологи-

чески изоморфной T, π : Y 7→ Rℵ0∗ – мономорфизм, определяемый формулой (3.23). Тогда образ

π(Y ) плотен в Rℵ0∗.

Доказательство. По теореме 1.11.2 группа X топологически изоморфна группе Rm×K, где

m ≥ 0, а K – связная компактная группа, dim K = ℵ0. По теореме 1.7.1 Y ∼= Rm×D, где D = K∗.

По теоремам 1.6.1 и 1.6.2 D – дискретная группа без кручения. По теореме 1.6.3 r(D) = ℵ0.
Чтобы не вводить дополнительных обозначений, будем считать, что Y = Rm × D. Поскольку

ограничение π на Rm совпадает с тождественным отображением, то достаточно доказать лемму

в случае, когда X = K, Y = D. Будем считать, что при любом n группа Zn естественным образом

вложена в Rn, а также имеют место естественные вложения

R ⊂ R2 ⊂ · · · ⊂ Rn ⊂ · · · ⊂ Rℵ0∗.

Положим Hn = π(D)∩Rn. Тогда Hn – замкнутая подгруппа в Rn и по теореме 1.16 Hn
∼= Rln×Zkn .

Поскольку Zn ⊂ Hn ⊂ Rn, то ln+ kn = n. Проверим, что kn = 0 для любого n. Тем самым, лемма

будет доказана.

Предположим противное, т.е. kn > 0 при некотором n. Воспользуемся следующим свойством

замкнутых подгрупп в группе Rm: замкнутая подгруппа G в группе Rm является прямым произ-

ведением своей замкнутой подгруппы G1 и некоторой другой замкнутой подгруппы G2 тогда и

только тогда, когда G1 есть пересечение G с некоторым подпространством в Rm ([52, глава VII,

§1]). Так как Hn = Hn+1 ∩ Rn, то Hn – топологический прямой сомножитель в Hn+1. Следова-

тельно, группа π(D) содержит подгруппу F , топологически изоморфную Z, в качестве прямого

сомножителя, т.е. π(D) = F × G. Пусть e – образующая группы F . Рассмотрим произвольный

элемент a0 = e + g0 ∈ (e + G) ∩ π(D). Обозначим через M подгруппу в π(D), порожденную

элементом a0. Тогда, очевидно, M ∼= Z и π(D) = M × (π(D) ∩ G). Таким образом, группа π(D)

содержит подгруппу, изоморфную Z, в качестве прямого сомножителя. Следовательно, и группа

D также содержит подгруппу, изоморфную Z, в качестве прямого сомножителя. Отсюда следует,

что группа K содержит подгруппу, топологически изоморфную T, что противоречит условию

леммы. �

4.3. Лемма. Пусть X – связная группа конечной размерности l, не содержащая подгруппы,

топологически изоморфной T. Пусть π : Y 7→ Rl – мономорфизм, определяемый формулой (3.13).

Тогда образ π(Y ) плотен в Rl.

Доказательство леммы 4.3 аналогично доказательству леммы 4.2 и мы его опускаем.

4.4. Лемма. Пусть симметричное гауссовское распределение γ на группе X является непре-

рывном мономорфным образом гауссовского распределения либо в пространстве Rl, где l – на-

туральное число, либо в пространстве Rℵ0 . Тогда γ имеет только гауссовские делители.
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Доказательство. Учитывая предложение 3.6, не ограничивая общности, группу X можно

предполагать связной. Предположим вначале, что γ = p(µ), где p : Rl 7→ X – непрерывный

мономорфизм, µ ∈ Γ(Rl). Распределение γ сосредоточено на подгруппе p(Rl). Пусть γ = γ1 ∗ γ2.
По предложению 2.2 распределения γj можно так заменить их сдвигами γ′j , что

γ = γ′1 ∗ γ′2, (4.1)

и распределения γ′j также сосредоточены на p(Rl). Из следствия 2.5 и (4.1) вытекает, что µ =

p−1(γ) = p−1(γ′1) ∗ p−1(γ′2). По теореме Крамера p−1(γ′j) ∈ Γ(Rl). Но тогда γ′j = p(p−1(γ′j)) ∈ Γ(X).

Таким образом, в случае, когда γ – непрерывный мономорфный образ гауссовского распределения

в конечномерном линейном пространстве, лемма доказана.

Пусть γ = p(µ), где p : Rℵ0 7→ X – непрерывный мономорфизм, µ ∈ Γ(Rℵ0). Чтобы доказать

лемму в этом случае, заметим, что из теоремы Крамера непосредственно вытекает ее справедли-

вость для группы Rℵ0 . В остальном доказательство не отличается от проведенного. �

Мы дополним лемму 4.4 следующим утверждением.

4.5. Предложение. Пусть X – связная группа конечной размерности l. Пусть γ – симмет-

ричное гауссовское распределение на X и γ имеет только гауссовские делители. Тогда суще-

ствуют конечномерное линейное пространство G, гауссовское распределение µ ∈ Γs(G) и такой

непрерывный мономорфизм p : G 7→ X, что γ = p(µ).

Доказательство. Пусть гомоморфизмы π : Y 7→ Rl и p : X 7→ Rl такие, как в предло-

жении 3.8. Тогда по предложению 3.8 γ = p(µ), где µ ∈ Γs(Rl), а характеристические функции

распределений µ и γ имеют вид

µ̂(s) = exp{−⟨As, s⟩}, s ∈ Rl, (4.2)

γ̂(y) = exp{−⟨Aπy, πy⟩}, y ∈ Y,

где A = (αij)
l
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица. Матрица A определяет

линейный оператор A : Rl 7→ Rl, т.е. непрерывный гомоморфизм группы Rl в себя. Обозначим

G = σ(µ). Тогда G совпадает с аннулятором G = A(Rl,Ker A). Проверим, что G ∩ Ker p = {0}.
Тем самым, требуемое утверждение будет доказано.

Ядро Ker p – замкнутая подгруппа в Rl. По теореме 1.16 Ker p = F ×S, где F ∼= Rn, S ∼= Zm.

Заметим, что на самом деле Ker p = S. Действительно, если для некоторого t0 ∈ Ker p выполнено

λt0 ∈ Ker p при всех λ ∈ R, то

(λt0, πy) = (p(λt0), y) = 1

при всех y ∈ Y , что невозможно, так как подпространство, порожденное образом π(Y ) по

построению совпадает с Rl. Итак, Ker p = S ∼= Zm. Предположим, что существует элемент

a ∈ G ∩ Ker p, a ̸= 0. Так как Ker p ∼= Zm, то можно считать, что элемент a выбран так, что

λa /∈ G ∩ Ker p при λ ∈ (0, 1). Заметим теперь, что билинейная форма ⟨A·, ·⟩ задает скалярное

произведение на фактор-пространстве Rl/Ker A, а ⟨·, a⟩ – линейный функционал на Rl/Ker A.

Поэтому при некотором ε > 0 выполнено неравенство

⟨As, s⟩ ≥ ε⟨s, a⟩2, s ∈ Rl. (4.3)
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Рассмотрим гауссовское распределение µ1 ∈ Γ(Rl) с характеристической функцией

µ̂1(s) = exp{−ε⟨s, a⟩2}, s ∈ Rl. (4.4)

Из (4.2) и (4.3) следует, что µ1 является делителем распределения µ. Следовательно, распределе-

ние γ1 = p(µ1) – делитель γ. Из (4.4) получаем H = σ(µ1) = {t ∈ Rl : t = λa, λ ∈ R}, т.е. H ∼= R.

Так как p(a) = 0 и p(λa) ̸= 0 при λ ∈ (0, 1), то p(H) ∼= T. Из 4.1 следует, что гауссовское распреде-

ление γ1 имеет негауссовские делители, а следовательно и распределение γ имеет негауссовские

делители. Полученное противоречие доказывает, что G∩Ker p = {0}, и тем самым, предложение

4.5 доказано. �.

Докажем теперь основную теорему этого параграфа.

4.6. Теорема. Для того чтобы любое гауссовское распределение на группе X имело только

гауссовские делители, необходимо и достаточно, чтобы группа X не содержала подгруппы,

топологически изоморфной T.

Доказательство. Если группа X содержит подгруппу K, топологически изоморфную T, то

гауссовское распределение на K является гауссовским распределением на X. Поэтому необходи-

мость непосредственно вытекает из 4.1.

Докажем достаточность. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T, и γ ∈ Γ(X). Не ограничивая общности можно предполагать, что γ ∈ Γs(X). Тогда, как следует

из предложения 3.6, σ(γ) = G, где G – связная подгруппа в X, т.е. γ ∈ Γs(G) и группа G также

не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. Сказанное позволяет считать группу X

с самого начала связной.

Если dim X = l < ∞, то пусть гомоморфизм π : Y 7→ Rl определяется по формуле (3.13)

и p = π̃. Тогда по предложению 3.8 γ = p(µ), где µ ∈ Γ(Rl). Так как группа X не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T, то по лемме 4.3 подгруппа π(Y ) плотна в Rl. Отсюда

по 1.13(b) следует, что p – мономорфизм. По лемме 4.4 распределение γ = p(µ) имеет только

гауссовские делители.

Если dim X = ℵ0, то пусть гомоморфизм π : Y 7→ Rℵ0∗ определяется по формуле (3.23), а

p : Rℵ0 7→ X определяется из равенства (pt, y) = (t, πy) для любых t ∈ Rℵ0 , y ∈ Y . Дальнейшее

рассуждение аналогично проведенному выше. Вместо предложения 3.8 используем предложение

3.11. По лемме 4.2 подгруппа π(Y ) плотна в Rℵ0∗. В отличие от случая, когда dim X < ∞,

мы не можем применить 1.13(b) и заключить, что p мономорфизм, так как группы Rℵ0 и Rℵ0∗

не локально компактны. Этот факт доказывается непосредственно. Применяя лемму 4.4, мы

получаем, что распределение γ = p(µ) имеет только гауссовские делители. �

Из доказательства теоремы 4.6 вытекает следующее утверждение.

4.7. Следствие. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T.

Пусть либо E = Rl, где l – натуральное число, либо E = Rℵ0 . Пусть γ – симметричное гаус-

совское распределение на X. Тогда существуют симметричное гауссовское распределение µ на

E и непрерывный мономорфизм p : E 7→ X такой, что γ = p(µ).
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4.8. Следствие. Пусть группа Y не содержит такой замкнутой подгруппы H, что Y/H ∼=
Z. Пусть φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению

2.16(ii). Пусть fj(y) – непрерывные нормированные положительно определенные функции на

группе Y такие, что

exp{−φ(y)} = f1(y)f2(y), y ∈ Y.

Тогда

fj(y) = (xj , y) exp{−φj(y)}, y ∈ Y,

где xj ∈ X, а φj(y) – непрерывные неотрицательные функции на Y , удовлетворяющие уравнению

2.16(ii).

Доказательство. Искомое утверждение вытекает из 2.7(c) и теоремы 4.6, поскольку в силу

теоремы 1.9.2 следующие условия равносильны:

(i) группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T;

(ii) группа Y не содержит такой замкнутой подгруппы H, что Y/H ∼= Z.

�

4.9. Замечание. Отметим, что в классе безгранично делимых распределений гауссовское рас-

пределение на произвольной группе X имеет только гауссовские делители. Действительно, пусть

γ0 = γ1 ∗ γ2, (4.5)

где γ0 ∈ Γ(X), а γj – безгранично делимые распределения. Пусть распределение γ0 имеет пред-

ставление (x0, 0, φ0), а распределения γj – представления (xj , Fj , φj) (см. 2.16). Из (4.5) следует,

что распределение γ0 имеет два представления (x0, 0, φ0) и (x1 + x2, F1 + F2, φ1 + φ2). Из един-

ственности функции φ в формуле Леви–Хинчина следует, что φ0 = φ1+φ2, а значит, безгранично

делимые распределения, имеющие представления (x1, F1, 0) и (x2, F2, 0) – делители вырожденного

распределения Ex0 . Поэтому меры Fj – вырождены в нуле, т.е. γj ∈ Γ(X).

Опишем теперь группы X, на которых любое гауссовское распределение имеет негауссовские

делители. Принимая во внимание предложение 3.6, мы можем считать, что группа X связна.

4.10. Предложение. Пусть X – связная группа. Для того чтобы любое гауссовское рас-

пределение γ на X, обладающее тем свойством, что σ(γ) = X, имело негауссовские делители,

необходимо и достаточно, чтобы группа X была топологически изоморфна группе

(i) Rm × T

при некотором m ≥ 0.

Доказательство. По теореме 1.11.2 группа X топологически изоморфна группе Rm ×K, где

m ≥ 0, а K – связная компактная группа. Пусть группа X топологически не изоморфна группе

вида (i). Тогда K топологически не изоморфна T. По теореме 1.7.1, Y ∼= Rm×D, где D = K∗. По

теоремам 1.6.1 и 1.6.2, D – дискретная группа без кручения. Кроме того, по теореме 1.6.3, если

dim K = l, то r(D) = l, и если dim K = ℵ0, то r(D) = ℵ0. Обозначим через π либо гомоморфизм

π : D 7→ Rl, определенный формулой (3.8), если dim K = l, либо гомоморфизм π : D 7→ Rℵ0∗

определенный формулой (3.17), если dim K = ℵ0. В случае, когда dim K = l, обозначим через
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A = {a1, . . . , al} – конечное независимое множество вещественных чисел. Если dim K = ℵ0, то

обозначим через A = {a1, . . . , an, . . . } бесконечное независимое множество вещественных чисел.

Пусть либо a = (a1, . . . , al), если dim K = l, либо a = (a1, . . . , an, . . . ), если dim K = ℵ0. Поскольку

K ̸∼= T, то D ̸∼= Z. Отсюда следует, что множество B = {t ∈ R : t = ⟨πd, a⟩, d ∈ D} плотно в R.

Элементы группы Y обозначим через y = (s, d), s = (s1, . . . , sm) ∈ Rm, d ∈ D. Рассмотрим

непрерывный гомоморфизм π1 : Y 7→ Rm+1, определенный формулой

π1(s, d) = (s, ⟨πd, a⟩).

Положим p1 = π̃1, p1 : Rm+1 7→ X. Из независимости множества A следует, что π1 – моно-

морфизм. Следовательно, по 1.13(b) образ p1(Rm+1) плотен в X. С другой стороны, поскольку

множество B плотно в R, то множество π1(Y ) плотно в Rm+1. Тогда по 1.13(b), p1 – мономорфизм.

Пусть µ – гауссовское распределение на группе Rm+1 с характеристической функцией

µ̂(s1, . . . , sm, sm+1) = exp{−(s21 + · · ·+ s2m + s2m+1)}.

По предложению 2.10 характеристическая функция распределения γ = p1(µ) имеет вид

γ̂(y) = γ̂(s1, . . . , sm, d) = exp{−(s21 + · · ·+ s2m + ⟨πd, a⟩2)}.

Положим γ = p1(µ). Так как p1(Rm+1) = X, то σ(γ) = X. Поскольку p1 – мономорфизм, то по

лемме 4.4 распределение γ имеет только гауссовские делители. Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть X = Rm × T. Тогда Y ∼= Rm × Z. Элементы группы Y будем

обозначать через y = (s, k), s ∈ Rm, k ∈ Z. Не ограничивая общности, распределение γ можно

считать симметричным, т.е. считать, что характеристическая функция γ̂(y) имеет вид γ̂(y) =

exp{−φ(y)}, где функция φ(y) такая, как в 3.1. Как следует из доказательства предложения 3.8,

функция φ(y) = φ(s1, . . . , sm, k) представима в виде

φ(s1, . . . , sm, k) = ⟨As, s⟩+ 2k⟨β, s⟩+ bk2,

где s = (s1, . . . , sm) ∈ Rm, A = (αij)
m
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица,

β ∈ Rm, b ≥ 0. Поскольку σ(γ) = X, то как следует из 2.13, φ(y) = 0 лишь при y = 0. Отсюда

следует, что при любых (s, sn+1) ∈ Rm+1, (s, sn+1) ̸= 0 выполнено неравенство

⟨As, s⟩+ 2sn+1⟨β, s⟩+ bs2n+1 > 0.

Из этого неравенства вытекает, что существует такое a > 0, что при любых (s, sn+1) ∈ Rm+1

справедливо неравенство

⟨As, s⟩+ 2sn+1⟨β, s⟩+ bs2n+1 ≥ a(s21 + · · ·+ s2m + s2m+1).

Поэтому у распределения γ существует делитель γ1 с характеристической функцией

γ̂1(y) = γ̂1(s1, . . . , sm, k) = exp{−ak2}.

Так как σ(γ1) = T и γ1 ∈ Γ(T), то, как отмечено в 4.1, у распределения γ1 существуют негауссов-

ские делители. Следовательно, негауссовские делители существуют и у распределения γ. �

Из предложения 4.10 непосредственно вытекает следующее утверждение.
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4.11. Следствие. Для того чтобы на группе X любое невырожденное гауссовское распреде-

ление имело негауссовские делители, необходимо и достаточно, чтобы группа X была тополо-

гически изоморфна T.

4.12. Замечание. Рассуждения, проведенные при доказательстве необходимости в предложе-

нии 4.10, дают отличное от проведенного в замечании 3.12, построение для заданной связной

группы X симметричного гауссовского распределения γ такого, что σ(γ) = X.

§5. Многочлены на локально компактных абелевых группах и

теорема Марцинкевича

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y

– ее группа характеров. Согласно классической теореме Марцинкевича, если γ – распределение на

вещественной прямой и характеристическая функция γ̂(s) представима в виде γ̂(s) = exp{P (s)},
где P (s) – многочлен, то γ – гауссовское распределение. Первая часть параграфа посвящена полу-

чению канонического представления для алгебраического многочлена на произвольной абелевой

группе, без предположения о ее локальной компактности. Затем мы изучаем свойства непре-

рывных многочленов на локально компактной абелевой группе и описываем те группы X, для

которых справедлива теорема Марцинкевича.

5.1. Лемма. Пусть R – коммутативное кольцо с единицей 1 и R[x1, . . . , xn] – кольцо мно-

гочленов над R. Тогда существует такое неотрицательное целое число p, что многочлен

(n!)2
p

n∏
i=1

(xi − 1)

принадлежит идеалу J , порожденному многочленами

(xi1xi2 · · ·xik − 1)n, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.

Другими словами, существуют многочлены Pi1,...,ik(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn] такие, что

(i) (n!)2
p

n∏
i=1

(xi − 1) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

Pi1,...,ik(x1, . . . , xn)(xi1xi2 · · ·xik − 1)n.

Доказательство. Заметим вначале, что справедливо равенство

n∑
k=1

(−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

(xi1xi2 · · ·xik − 1)n =

n∑
m=1

(−1)mCm
n

n∏
i=1

(xmi − 1). (5.1)

Действительно, раскроем скобки в обеих частях (5.1). Каждое из полученных выражений содер-

жит только мономы вида

(xi1xi2 · · ·xik)
m, (5.2)

где 1 ≤ i1 < i2 < . . . ik ≤ n и 0 ≤ m ≤ n. Если m > 0, то коэффициенты монома (5.2) в обеих

частях (5.1) равны

(−1)k(−1)n−mCm
n .
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Таким образом, осталось проверить равенство свободных членов в обеих частях (5.1). Мы знаем,

что разность между левой и правой частями в (5.1) – константа. Чтобы проверить, что эта кон-

станта равна нулю подставим в (5.1) x1 = x2 = . . . xn = 1. Тогда обе части (5.1) обращаются в

нуль. Таким образом, равенство (5.1) доказано.

Пусть P – многочлен, который равен обеим частям в (5.1). Из (5.1) следует, что P ∈ J и что

P делится на (x1 − 1)(x2 − 1) · · · (xn − 1). Мы имеем

P = Q

n∏
i=1

(xi − 1), (5.3)

где

Q =

n∑
m=1

(−1)mCm
n

n∏
i=1

(
m−1∑
k=0

xki

)
.

Из этой формулы следует, что

Q(1, . . . , 1) =

n∑
m=1

(−1)mCm
n m

n = (−1)nn! (5.4)

(мы использовали здесь хорошо известное комбинаторное тождество, см. напр. [77, §12, упр. 16]).

Введем новые переменные yi = xi − 1, i = 1, 2, . . . , n. Из (5.3) и (5.4) находим

P = (−1)ny1y2 · · · yn(n!− Q̃), (5.5)

где Q̃ – многочлен от переменных yi с нулевым свободным членом. Умножая обе части (5.5) на

S =

p−1∏
k=0

[
(n!)2

k
+ (Q̃)2

k
]
,

находим

(−1)nSP = y1y2 · · · yn
[
(n!)2

p − (Q̃)2
p
]
.

Отсюда следует равенство

(n!)2
p
y1y2 · · · yn = (−1)nSP + y1y2 · · · yn(Q̃)2

p
. (5.6)

Поскольку многочлен Q̃ имеет нулевой свободный член, мы можем выбрать p столь большим,

чтобы каждый член в разложении (Q̃)2
p делился по крайней мере на один из многочленов

yn−1
i , i = 1, 2, . . . , n. Поскольку P ∈ J и, очевидно, yni ∈ J при всех i = 1, 2, . . . , n, из формулы

(5.6) вытекает включение (n!)2
p
y1y2 · · · yn ∈ J , что эквивалентно (i). �

5.2. Применение леммы 5.1 к конечно-разностным операторам. Пусть Y – абелева

группа, f(y) — функция на Y , h— произвольный элемент группы Y . Обозначим через Eh оператор

сдвига

Ehf(y) = f(y + h).

Тогда

∆h = Eh − E0.

Обозначим через E множество конечных сумм вида

E =
{∑

miEui : mi ∈ Z, ui ∈ Y
}
.
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Очевидно, что E – коммутативное кольцо с единицей. Пусть t1, . . . , tn ∈ Y - фиксированные

элементы и P (x1, . . . , xn) ∈ Z[x1, . . . , xn]. Отображение

P (x1, . . . , xn) 7→ P (Et1 , . . . ,Etn)

является гомоморфизмом из Z[x1, . . . , xn] в E . Подставляя Eti вместо xi в формулу 5.1(i), полу-

чаем

(n!)2
p
∆t1∆t2 . . .∆tn =

∑
k

mkEuk
∆n

vk
, (5.7)

где mk ∈ Z, uk, vk ∈ Y и зависят от t1, . . . , tn. Из (5.7) непосредственно вытекает

5.3. Предложение. Пусть Y – абелева группа, f(y) — функция на Y . Если функция f(y)

удовлетворяет уравнению

∆n
hf(y) = 0, y, h ∈ Y,

то f(y) удовлетворяет уравнению

(i) ∆h1∆h2 . . .∆hnf(y) = 0, y, h1, h2, . . . , hn ∈ Y.

5.4. n-аддитивные функции. Пусть Y – абелева группа. Функция g(y1, y2, . . . , yn), опреде-

ленная на Y n, называется n-аддитивной, если для любого k = 1, 2 . . . , n выполнено

g(y1, y2, . . . , y
′
k + y′′k , . . . , yn) = g(y1, y2, . . . , y

′
k, . . . , yn) + g(y1, y2, . . . , y

′′
k , . . . , yn).

Для дальнейшего нам удобно константы называть 0-аддитивными функциями.

Функция g(y1, y2, . . . , yn) называется симметричной, если

g(y1, y2, . . . , yn) = g(yi1 , yi2 , . . . , yin)

для любой перестановки i1, i2, . . . , in последовательности 1, 2, . . . , n. Для заданной функции

g(y1, y2, . . . , yn) определим функцию g∗(y) по формуле

g∗(y) = g(y, y, . . . , y).

Проверим, что если функция g(y1, y2, . . . , yn) симметрична и n-аддитивна, то выполнено ра-

венство

∆u1∆u2 . . .∆upg
∗(y) =

0, если p > n,

n!g(u1, u2, . . . , un), если p = n.
(5.8)

1. Рассмотрим вначале случай, когда p > n. Если n = 1, то g∗ = g, и в силу аддитивности

функции g(y) мы имеем

∆u1∆u2g
∗(y) = ∆u1∆u2g(y) = 0.

Далее рассуждаем по индукции. По функции g(y1, y2, . . . , yn) определим функцию gk,u(y1, y2, . . . , yk)

по формуле gk,u(y1, y2, . . . , yk) = g(y1, y2, . . . , yk, u, . . . , u). Учитывая симметрию и n-аддитивность

функции g(y1, y2, . . . , yn), мы находим

∆upg
∗(y) = g∗(y + up)− g∗(y) = g(y + up, . . . , y + up)− g(y, . . . , y)
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=
n−1∑
k=0

Ck
ng(y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

k

, up, . . . , up︸ ︷︷ ︸
n−k

) =
n−1∑
k=0

Ck
ng

∗
k,up

(y),

т.е.

∆upg
∗(y) =

n−1∑
k=0

Ck
ng

∗
k,up

(y). (5.9)

По предположению индукции при любом k = 0, 1, . . . , n − 1 можно считать выполненным

равенство

∆u1∆u2 . . .∆up−1g
∗
k,up

(y) = 0. (5.10)

Применяя оператор ∆u1∆u2 . . .∆up−1 к обеим частям равенства (5.9), и используя (5.10), получаем

∆u1∆u2 . . .∆upg
∗(y) = 0.

Таким образом, 1-я часть (5.8) доказана.

2. Пусть теперь p = n. При n = 1 выполнено g∗ = g, и мы имеем

∆u1g
∗(y) = ∆u1g(y) = g(y + u1)− g(y) = g(u1).

Снова рассуждаем по индукции. Формула (5.9) справедлива и при p = n

∆ung
∗(y) =

n−1∑
k=0

Ck
ng

∗
k,un

(y). (5.11)

Применяя оператор ∆u1∆u2 . . .∆un−1 к обеим частям равенства (5.11), и используя доказанное

утверждение 1, получаем

∆u1∆u2 . . .∆ung
∗(y) = n∆u1∆u2 . . .∆un−1g

∗
n−1,un

(y). (5.12)

По предположению индукции имеем

∆u1∆u2 . . .∆un−1g
∗
n−1,un

(y) = (n− 1)!gn−1,un(u1, . . . , un−1) = (n− 1)!g(u1, . . . , un). (5.13)

Подставляя (5.13) в (5.12), доказываем 2-ю часть (5.8).

Теперь мы можем получить каноническое представление для многочлена на абелевой группе

Y . Напомним, что многочленом на Y называется такая вещественная или комплексная функция

f(y), которая при некотором n удовлетворяют уравнению

∆n+1
h f(y) = 0, y, h ∈ Y. (5.14)

5.5. Теорема. Пусть Y – абелева группа, f(y) – функция на Y , удовлетворяющая уравнению

(5.14). Тогда существуют симметричные k-аддитивные функции gk(y1, y2, . . . , yk), k = 0, 1, . . . , n

такие, что

(i) f(y) =
n∑

k=0

g∗k(y), y ∈ Y,

где g∗k(y) = gk(y, . . . , y).
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Доказательство. Пусть функция f(y) удовлетворяет уравнению (5.14). По предложению

5.3 f(y) удовлетворяет уравнению

∆u1∆u2 . . .∆un+1f(y) = 0, y, u1, u2, . . . , un+1 ∈ Y. (5.15)

Это означает, что функция ∆u1∆u2 . . .∆unf(y) не зависит от y, т.е. константа. Определим функ-

цию gn(u1, u2, . . . , un) по формуле

gn(u1, u2, . . . , un) =
1

n!
∆u1∆u2 . . .∆unf(y). (5.16)

Очевидно, что функция gn(u1, u2, . . . , un) симметрична. Проверим, что она n-аддитивна. Учиты-

вая (5.15), получаем

n![gn(u
′
1 + u′′1, u2, . . . , un)− gn(u′1, u2, . . . , un)− gn(u′′1, u2, . . . , un)] = ∆u′

1+u′′
1
∆u2 . . .∆unf(y)

−∆u′
1
∆u2 . . .∆unf(y)−∆u′′

1
∆u2 . . .∆unf(y) = (∆u′

1+u′′
1
−∆u′

1
−∆u′′

1
)∆u2 . . .∆unf(y)

= ∆u′
1
∆u′′

1
∆u2 . . .∆unf(y) = 0.

Таким образом, функция gn(u1, u2, . . . , un) аддитивна по переменной u1, а в силу симметрии –

n-аддитивна.

Теорема, очевидно, верна при n = 0. Пусть n ≥ 1. Проведем доказательство по индукции.

Обозначим h(y) = f(y)− g∗n(y). Мы имеем

∆n
uh(y) = ∆n

uf(y)−∆n
ug

∗
n(y).

Заметим, что в силу (5.8)

∆n
ug

∗
n(y) = n!g∗n(u).

С другой стороны, из (5.16) получаем

n!g∗n(u) = ∆n
uf(y).

Следовательно,

∆n
uh(y) = 0

для всех y, u ∈ Y . Тогда по предположению индукции

h(y) =

n−1∑
k=0

g∗k(y), y ∈ Y,

где функции gk(y1, . . . , yk) – симметричны и k-аддитивны. Следовательно,

f(y) = h(y) + g∗n(y) =

n∑
k=0

g∗k(y), y ∈ Y.

�.
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5.6. Замечание. Пусть Y – локально компактная абелева группа и f(y) – непрерывный мно-

гочлен на Y . Примерами непрерывных многочленов могут служить непрерывные вещественные

характеры группы Y , т.е. непрерывные гомоморфизмы l : Y 7→ R. Если l(y) ̸≡ 0, то l(y) – непре-

рывный многочлен первой степени. Не равная тождественно нулю непрерывная функция φ(y)

на группе Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), является непрерывным многочленом второй

степени.

Несложно проверить, что для группы Y = Rm множество непрерывных многочленов, т.е.

непрерывных функций, удовлетворяющих уравнению (5.14), совпадает с множеством обычных

многочленов.

Мы используем представление 5.5(i), чтобы доказать следующее свойство непрерывных мно-

гочленов на локально компактной абелевой группе.

5.7. Предложение. Пусть Y – локально компактная абелева группа и f(y) – непрерывный

многочлен на Y . Тогда

(i) f(y + h) = f(y)

для любых y ∈ Y, h ∈ bY . В частности, f(y) = const при y ∈ bY .
Доказательство. Заметим вначале, что если H – компактная абелева группа и l(h) – непре-

рывная аддитивная функция на H, то l(h) ≡ 0. Действительно, в таком случае l(H) – компактная

подгруппа, а {0} – единственная компактная подгруппа групп R и C. Отсюда следует, что если

функция A(y1, y2, . . . , yn), определенная на Y n n-аддитивна, то A(y1, y2, . . . , yn) = 0, как только

yk ∈ bY при каком-то k.

Пусть f(y) – непрерывный многочлен на Y . Воспользуемся представлением 5.5(i). Из него

следует, что (i) достаточно доказать для функций g∗k(y), k = 1, 2, . . . , n. Имеем,

g∗k(y + h)− g∗k(y) = gk(y + h, . . . , y + h)− gk(y, . . . , y) =
k∑

l=1

C l
kgk(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

l

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k−l

) = 0

в силу сказанного выше. �

5.8. Следствие. Пусть X – локально компактная абелева группа, µ ∈ M1(X) и характери-

стическая функция µ̂(y) имеет вид

µ̂(y) = exp{ψ(y)}, y ∈ Y,

где ψ(y) – непрерывный многочлен такой, что ψ(0) = 0. Тогда σ(µ) ⊂ cX .

Доказательство. Из 5.7(i) следует, что ψ(y) = ψ(0) = 0 при y ∈ bY . Поэтому µ̂(y) = 1 при

y ∈ bY . Из предложения 2.13 следует, что σ(µ) ⊂ A(X, bY ). По теореме 1.9.3 A(X, bY ) = cX . Таким

образом, σ(µ) ⊂ cX . �

5.9. Замечание. Пусть f(y) – непрерывный многочлен на локально компактной абелевой груп-

пе Y . По предложению 5.7 функция f(y) инвариантна относительно подгруппы bY . Следователь-

но, функция f(y) определяет непрерывный многочлен f̃([y]) на фактор-группе Y/bY по формуле

f̃([y]) = f(y).

Для доказательства основной теоремы этого параграфа нам понадобится
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5.10. Лемма. Пусть K – связная компактная абелева группа, dim K = ℵ0 и K не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T. Пусть D = K∗ и π : D 7→ Rℵ0∗ – мономорфизм,

определяемый формулой (3.17). Тогда для любых a1, a2 ∈ D существует такая подгруппа B ⊂ D
конечного ранга, что a1, a2 ∈ B и π(B) ∼= Rl, где l – ранг B.

Доказательство. Проверим вначале, что для любого натурального n существует такое число

p, что Rn ⊂ π(D) ∩ Rp. Действительно, пусть множество E = {x1, . . . , xk} ⊂ Rn таково, что

множество M(E) = {x ∈ Rn : x =
k∑

j=1
mjxj , mj ∈ Z} плотно в Rn. По лемме 4.2 π(D) =

Rℵ0∗. Поэтому для каждого элемента xj , j = 1, 2, . . . , k существует такая последовательность

{u(j)i }∞i=1 ⊂ π(D), что u(j)i → xj . По определению топологии в Rℵ0∗ все {u(j)i }∞i=1, j = 1, 2, . . . , k

лежат в некотором Rp и там сходятся. Поэтому xj ∈ π(D) ∩ Rp, j = 1, 2, . . . , k, а следовательно

Rn ⊂ π(D) ∩ Rp.

По теореме 1.16 мы имеем π(D) ∩ Rp = G × F , где G ∼= Rtp , F ∼= Zsp , tp + sp = p. Поэтому

Rn ⊂ G. Пусть πa1, πa2 ∈ π(D) ∩ Rn. Положим A = π(D) ∩ G и B = π−1(A). Тогда A = G.

Поскольку r(B) = r(A) = tp, то B – искомая подгруппа. �

Докажем теперь основную теорему этого параграфа.

5.11. Теорема. Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая вто-

рой аксиоме счетности и не содержащая подгруппы, топологически изоморфной T. Пусть

µ ∈ M1(X) и характеристическая функция µ̂(y) имеет вид

(i) µ̂(y) = exp{ψ(y)}, y ∈ Y,

где ψ(y) – непрерывный многочлен такой, что ψ(0) = 0. Тогда µ ∈ Γ(X).

Доказательство. По следствию 5.8 группу X, не ограничивая общности, можно считать

связной. Тогда по теореме 1.11.2 X ∼= Rm × K, где m ≥ 0, а K – связная компактная группа.

Мы ограничимся проведением доказательства для случая, когда X = K. Общий случай рас-

сматривается аналогично. Кроме того, мы будем предполагать, что dim K = ℵ0. Случай, когда

dim K <∞ проще и рассматривается аналогично. Обозначим D = K∗. По теоремам 1.6.1 и 1.6.2

D – дискретная группа без кручения. По теореме 1.6.3 r(D) = ℵ0.
Обозначим φ(y) = −Re ψ(y), l(y) = Im ψ(y). Функции φ(y) и l(y), очевидно, также много-

члены на Y . Мы докажем, что функция φ(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii), а функция l(y)

удовлетворяет уравнению

l(u+ v) = l(u) + l(v), u, v ∈ Y. (5.17)

Тем самым, будет доказано, что µ ∈ Γ(X).

Пусть a1, a2 ∈ D – два фиксированных элемента, π : D 7→ Rℵ0∗ – мономорфизм, определяемый

формулой (3.17). Поскольку группа K не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то

по лемме 5.10 существует такая подгруппа B ⊂ D конечного ранга l, что a1, a2 ∈ B и π(B) ∼= Rl.

Обозначим G = π(B).

Пусть {bj}lj=1 – максимальная независимая система элементов в π(B) и {ej}lj=1– стандартный

базис в Rl. Обозначим через τ : π(B) 7→ Rl мономорфизм, построенный таким же образом, как в

3.8 был построен мономорфизм π. Мы имеем τ(bj) = ej , j = 1, 2, . . . , l. Обозначим h = τπ, A =

h(B). Поскольку π(B) = G, то A = Rl.
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Рассмотрим на группе A функцию ζ(a) = ψ(h−1(a)). Очевидно, что ζ(a) – многочлен. Рас-

смотрим группу A в дискретной топологии. По теореме Бохнера exp{ζ(a)} – характеристическая

функция. Очевидно, что теорема будет доказана, если будет доказано следующее утверждение.

Пусть группа A такова, что Zl ⊂ A ⊂ Ql ⊂ Rl, A = Rl, ζ(a) – такой многочлен на группе A,

что exp{ζ(a)} – характеристическая функция. Тогда функции ζ1(a) = Re ζ(a) и ζ2(a) = Im ζ(a)

удовлетворяют уравнениям 2.16(ii) и (5.17) соответственно.

Пусть η(a) – произвольный многочлен степени m на группе A. Тогда, в частности, мы имеем

∆m+1
b η(a) = 0

для любых a, b ∈ Zl. Как нетрудно проверить, отсюда следует представление

η(a) =
m∑
p=0

∑
||k||=p

cka
k, (5.18)

где k = (k1, . . . , kl), ||k|| = k1 + · · · + kl, a = (n1, . . . , nl) ∈ Zl, ak = nk11 · · ·n
kl
l . Из этого представ-

ления вытекает, что если F такая подгруппа в Ql, что F ∼= Zl, Zl ⊂ F ⊂ A и η(a) = 0 при a ∈ Zl,

то η(a) = 0 для всех a ∈ F .

Представим группу A в виде объединения возрастающей последовательности подгрупп Aj :

A =

∞∪
j=1

Aj , A1 = Zl, Aj ⊂ Aj+1, Aj
∼= Zl, j = 1, 2, . . . .

Обозначим через η(a) ограничение многочлена ζ(a) на подгруппу Zl. Заметим, что многочлен

η(a) на Zl может быть представлен в виде (5.18). По формуле (5.18) многочлен η(a) может быть

продолжен до многочлена на группе Rl, в частности, на группе A. Обозначим это продолжение

через η̃(a). Рассмотрим на группе A многочлен δ(a) = ζ(a) − η̃(a), a ∈ A. Очевидно, что δ(a) =

0, a ∈ Zl. Поэтому, как отмечено выше, δ(a) = 0 при a ∈ Aj , j = 1, 2, . . . ,. Следовательно, δ(a) ≡ 0

на группе A. Из сказанного вытекает, что многочлен ζ(a) на группе A может быть представлен

в виде

ζ(a) =
m∑
p=0

∑
||k||=p

cka
k, (5.19)

где k = (k1, . . . , kl), a = (r1, . . . , rl) ∈ A, ak = rk11 · · · r
kl
l .

Многочлен ζ(a) продолжается по формуле (5.19) с A на Rl. Обозначим это продолжение

через ζ̃(s). Поскольку exp{ζ(a)} – положительно определенная функция на группе A, а группа A

плотна в Rl, то продолженная функция exp{ζ̃(s)}, s ∈ Rl является положительно определенной

функцией на группе Rl. По теореме Бохнера exp{ζ̃(s)} – характеристическая функция.

Зафиксируем s0 ∈ Rl. Тогда функция ζ̃(ts0), t ∈ R – многочлен на R, а exp{ζ̃(ts0)} – ха-

рактеристическая функция на R. По классической теореме Марцинкевича (см. напр. [12, гл. II,

§5]) exp{ζ̃(ts0)} – характеристическая функция некоторого гауссовского распределения на R. От-

сюда легко следует, что в таком случае exp{ζ̃(s)} – характеристическая функция гауссовского

распределения на группе Rl.

Следовательно, функции ζ̃1(s) = Re ζ̃(s) и ζ̃2(s) = Im ζ̃(s) удовлетворяют соответственно

уравнениям 2.16(ii) и (5.17) на группе Rl. Отсюда вытекает, что и функции ζ1(a) и ζ2(a) удовле-

творяют соответственно уравнениям 2.16(ii) и (5.17) на группе A. �
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5.12. Замечание. Отметим, что из доказательства теоремы 5.11 вытекает следующее утвер-

ждение. Пусть Y = Rp × Zq, ζ(y) – непрерывный многочлен на Y степени m. Тогда многочлен

ζ(y) представим в виде

ζ(y) =

m∑
i=0

∑
||k||=i

cky
k,

где k = (k1, . . . , kp, kp+1, . . . , kp+q), y = (s1, . . . , sp, n1, . . . , nq) ∈ Rp × Zq, yk =

sk11 · · · s
kp
p n

kp+1

1 · · ·nkp+q
q . Для доказательства достаточно заметить, что в силу непрерывности мно-

гочлен ζ(y) определяется своим сужением на подгруппу A = Qp×Zq ⊂ Rp×Zq и воспользоваться

представлением (5.19).

Теорема 5.11 точна. А именно, справедливо следующее утверждение.

5.13. Предложение. Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая

второй аксиоме счетности и содержащая подгруппу, топологически изоморфную T. Тогда для

любого m > 2 существует распределение µm ∈ M1(X) такое, что µm /∈ Γ(X), а характеристи-

ческая функция µ̂m(y) имеет вид

µ̂m(y) = exp{ψm(y)}, y ∈ Y,

где ψm(y) – непрерывный многочлен степени m такой, что ψm(0) = 0.

Доказательство. Очевидно, что предложение достаточно доказать для группы X = T. То-

гда Y ∼= Z. Элементы группы Y будем обозначать через n ∈ Z.

Рассмотрим на группе Y функцию

ψm(n) =

−n2 + inm, n ∈ Z, если m нечетно,

−nm, n ∈ Z, если m четно.

Очевидно, что ψm(n) – многочлен степени m на группе Z. Положим

gm(n) = exp{ψm(n)}, n ∈ Z.

Легко проверить, что ∑
n∈Z, n ̸=0

gm(n) < 1.

Отсюда следует, что

ρm(t) = 1 +
∑

n∈Z, n ̸=0

gm(n) exp{−int} > 0, t ∈ R.

Очевидно также, что

1

2π

π∫
−π

ρm(t)dt = 1.

Пусть µm – распределение на группе X = T с плотностью rm(eit) = ρm(t) относительно

mX . Очевидно, что µm /∈ Γ(X), а характеристическая функция µ̂m(n) = gm(n), n ∈ Z, имеет

требуемый вид. �
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5.14. Замечание. Легко проверить, что предложение 5.13 неверно для группы X = T при

m = 2. Поэтому в предложении 5.13 условие m > 2 нельзя усилить, заменив его на m ≥ 2.

Однако, утверждение предложения 5.13 остается в силе и при m = 2, если потребовать, чтобы

группа X содержала подгруппу, топологически изоморфную двумерному тору T2. Очевидно, что

в силу теоремы 1.17.1 утверждение достаточно доказать для группы X = T2. Тогда Y ∼= Z2.

Элементы группы Y будем обозначать через (m,n), m, n ∈ Z.

Рассмотрим на группе Y функцию

ψ(m,n) = −a(m2 + n2) + iπmn, m, n ∈ Z.

Очевидно, что ψ(m,n) – многочлен степени 2. Выберем a > 0 таким образом, чтобы выполнялось

неравенство ∑
(m,n)∈Z2, (m,n)̸=(0,0)

exp{−a(m2 + n2)} < 1.

Отсюда следует, что выполнено неравенство

ρ(t, s) = 1 +
∑

(m,n)∈Z2, (m,n) ̸=(0,0)

exp{ψ(m,n)− i(mt+ ns)} > 0, (t, s) ∈ R2.

Очевидно также, что

1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

ρ(t, s)dtds = 1.

Пусть µ0 – распределение на группе X = T2 с плотностью r(eit, eis) = ρ(t, s) относительно

mX . Очевидно, что µ0 /∈ Γ(X), а характеристическая функция

µ̂0(m,n) = exp{ψ(m,n)}, m, n ∈ Z,

имеет требуемый вид.

Мы докажем ниже (см. предложение 9.8), что если локально компактная абелева группа X

удовлетворяет второй аксиоме счетности и не содержит подгруппы, топологически изоморфной

двумерному тору T2, то из того, что µ ∈ M1(X) и характеристическая функция µ̂(y) представима

в виде 5.11(i), где ψ(y) – непрерывный многочлен степени 2, вытекает, что µ ∈ Γ(X).

§6. Гауссовские распределения в смысле Урбаника

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y

– ее группа характеров. Урбаник определил гауссовские распределения на группе X, как такие

безгранично делимые распределения, которые каждым характером переводятся в гауссовские

распределения на группе T ([112]). Как доказано в предложении 3.17, класс таких распределений

совпадает с классом гауссовских распределений в смысле определения 3.1. В этом параграфе мы

полностью описываем группы X, которые обладают следующим свойством: если распределение µ

наX удовлетворяет условию 3.17(ii), то µ удовлетворяет условию 3.17(i), а значит µ – гауссовское.

53



6.1. Определение гауссовского распределения в смысле Урбаника. Распределение γ

на группе X называется гауссовским распределением в смысле Урбаника, если для любого y ∈ Y
выполнено y(γ) ∈ Γ(T).

Множество гауссовских распределений в смысле Урбаника на группе X обозначим через

ΓU (X). Заметим, что для любого распределения µ ∈ M1(X) и любого y ∈ Y характеристиче-

ская функция распределения y(µ) имеет вид ŷ(µ)(n) = µ̂(ny), n ∈ Z. Отсюда непосредственно

следует, что

Γ(X) ⊂ ΓU (X). (6.1)

6.2. Неограниченно делимые элементы. Пусть n ∈ Z, n ̸= 0. Мы будем говорить, что

элемент x0 ∈ X делится на n, если x0 ∈ X(n). Другими словами элемент x0 ∈ X делится на n,

если существует элемент x ∈ X, такой что x0 = nx. Элемент x0 ∈ X, отличный нуля, называется

неограниченно делимым, если он делится на бесконечно много целых чисел.

Для доказательства основной теоремы нам понадобятся следующие леммы.

6.3. Лемма. Если группа X не содержит неограниченно делимых элементов, то X – дис-

кретная группа без кручения.

Доказательство. ПустьX – произвольная локально компактная абелева группа. По теореме

1.11.1, X ∼= Rm ×G, где m ≥ 0, а группа G содержит компактную открытую подгруппу K. Если

X не содержит неограниченно делимых элементов, то m = 0, а G – группа без кручения. В

частности, K – группа без кручения. По теореме 1.11.4 K топологически изоморфна группе вида

(Σa)
n × P

p∈P
∆

np
p ,

где a = (2, 3, 4, . . . ), n и np – кардинальные числа. Заметим, что все ненулевые элементы групп Σa

и ∆p неограниченно делимы. Следовательно, K = {0}, т.е. X – дискретная группа без кручения.

�

6.4. Лемма. Пусть X = R × T. Тогда существует распределение µ0 ∈ ΓU (X) такое, что

µ0 /∈ Γ(X) и µ̂0(y) > 0 при всех y ∈ Y .

Доказательство. Поскольку Y ∼= R × Z, элементы группы Y будем обозначать через y =

(s, n), s ∈ R, n ∈ Z. Нам удобно считать также, что вещественная прямая R и группа вращений

окружности T естественным образом вложены в группу X.

Пусть a > 0, b > 0, c > 0. Рассмотрим на группе Y функцию

φ0(s, n) =

as2, если n = 0,

bs2 + cn2, если n ̸= 0.
(6.2)

Пусть αa – гауссовское распределение на группе X с характеристической функцией α̂a(s, n) =

exp{−as2}, а βc – гауссовское распределение на группе X с характеристической функцией

β̂c(s, n) = exp{−cn2}. Очевидно, что σ(αa) = R, σ(βc) = T, т.е. αa можно рассматривать, как

гауссовское распределение на R, а βc – как гауссовское распределение на T. Выберем a, b и c так,

чтобы 2αa ≥ αb, 2βc ≥ mT. Положим

µ0 = αa ∗mT − αb ∗mT + βc ∗ αb. (6.3)
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Легко видеть, что мы можем преобразовать (6.3) к виду

µ0 = (αa −
1

2
αb) ∗mT + (βc −

1

2
mT) ∗ αb.

Следовательно, µ0 ∈ M1(X). Из (6.2) и (6.3) следует, что

µ̂0(y) = exp{−φ0(y)}, y ∈ Y. (6.4)

Заметим, что равенство

φ0(ky) = k2φ0(y), y ∈ Y. (6.5)

выполнено при любом k ∈ Z. Из (6.4) и (6.5) вытекает, что µ0 ∈ ΓU (X). Выбирая a ̸= b, получаем

µ0 /∈ Γ(X). �

6.5. Пусть X – дискретная группа без кручения. Будем называть элемент x ∈ X зависящим

от элементов x1, . . . , xl ∈ X, если существуют n, n1, . . . , nl ∈ Z такие, что nx = n1x1 + · · ·+ nlxl.

Обозначим через Lx множество элементов, зависящих от x. Очевидно, что Lx подгруппа и Lx

изоморфна некоторой подгруппе Q.

Теперь мы можем сформулировать основную теорему этого параграфа.

6.6. Теорема. Для того чтобы на группе X имело место равенство

Γ(X) = ΓU (X),

необходимо и достаточно, чтобы группа Y удовлетворяла одному из условий:

(i) для любой замкнутой подгруппы B ⊂ Y, B ̸= Y, фактор-группа Y/B содержит неограни-

ченно делимый элемент;

(ii) фактор-группа группы Y по подгруппе всех компактных элементов bY топологически

изоморфна Z.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что существует такая замкнутая подгруп-

па B ⊂ Y , что фактор-группа Y/B = H не содержит неограниченно делимых элементов. По

лемме 6.3 в таком случае H – дискретная группа без кручения. Возможны два случая.

1. Группа H не изоморфна Z. Тогда ранг r(H) > 1. Действительно, если r(H) = 1, то группа

H изоморфна некоторой подгруппе A группы Q. Поскольку A не изоморфна Z, то все отличные

от нуля элементы группы A, а значит и H, неограниченно делимы, что противоречит условию.

Сопоставим каждому элементу h ∈ H, h ̸= 0 подгруппу Lh в группе H, состоящую из всех

элементов, зависящих от h. Так как по условию подгруппа Lh не содержит неограниченно дели-

мых элементов и r(Lh) = 1, то Lh
∼= Z при всех h ∈ H, h ̸= 0. Поскольку группа X удовлетворяет

второй аксиоме счетности, то группа H счетна. Очевидно, что тогда группу H можно предста-

вить в виде не более, чем счетного объединения набора попарно пересекающихся лишь в нуле

различных подгрупп Lhk
. Обозначим через h′k образующую группы Lhk

. Имеем, H =
∪
k

Lhk
и лю-

бой элемент h ∈ H, h ̸= 0 единственным образом представим в виде h = mh′k, m ∈ Z, h′k ∈ Lhk
.

Определим на группе H функцию

φ0(h) =

akm2, если h = mh′k, h ̸= 0,

0, если h = 0.
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где числа ak выбраны так, чтобы∑
k

∑
m∈Z, m̸=0

exp{−akm2} < 1. (6.6)

Обозначим G = H∗. Из (6.6) следует, что мы можем определить непрерывную функцию ρ0(g) на

группе G по формуле

ρ0(g) = 1 +
∑

h∈H, h̸=0

exp{−φ0(h)}(g, h).

Очевидно, что ρ0(g) > 0 и
∫
G

ρ0(g)dmG(g) = 1. Пусть распределение µ0 ∈ M1(G) имеет плотность

ρ0(g) относительно mG. Тогда характеристическая функция µ̂0(h) имеет вид

µ̂0(h) = exp{−φ0(h)}, h ∈ H.

Так как r(H) > 1, то числа ak всегда можно выбрать так, чтобы µ0 /∈ Γ(G). С другой стороны,

поскольку φ(nh) = n2φ(h) для любых n ∈ Z, h ∈ H, то µ0 ∈ ΓU (G). По теореме 1.9.2 G ∼= A(X,B).

Поэтому µ0 можно рассматривать, как распределение на A(X,B), а значит и на X. В случае 1

необходимость доказана.

2. Группа H изоморфна Z. В этом случае из теоремы 1.17.2 вытекает, что Y = B × L, где

L ∼= Z. Заметим теперь, что подгруппа B содержит некомпактный элемент, так как в противном

случае было бы выполнено условие (ii). Обозначим G = cB∗ . По теореме 1.9.3 G ̸= {0}. Учитывая

теорему 1.7.1, получаем, что группа X содержит подгруппу F , такую, что F ∼= G × T. Так как

группа G связна, то по теореме 1.11.2 G ∼= Rm × K, где m ≥ 0, а K — связная компактная

группа. Если m > 0, то группа X содержит подгруппу M ∼= R × T. С помощью леммы 6.4

мы строим распределение µ0 ∈ M1(X) такое, что µ0 ∈ ΓU (X), µ0 /∈ Γ(X). Если m = 0, то

F ∼= K × T. Предположим для определенности, что размерность группы K бесконечна. Тогда

dim K = ℵ0. Обозначим D = K∗ и пусть π : D 7→ Rℵ0∗ – гомоморфизм, определяемый формулой

(3.17), т.е. πd = (k1/k, . . . , kl/k, 0, . . . ). Обозначим элементы группы F ∗ ∼= D × Z через (d, n), d ∈
D, n ∈ Z. Определим гомоморфизм τ : F ∗ 7→ R × Z по формуле τ(d, n) = (k1/k, n). Обозначим

q = τ̃ , q : R× T 7→ F и положим µ = q(µ0), где µ0 – распределение, построенное в лемме 6.4. По

предложению 2.10 µ̂(d, n) = q̂(µ0)(d, n) = µ̂0(τ(d, n)) = exp{−φ0(τ(d, n))}. Из леммы 6.4 вытекает,

что µ ∈ ΓU (F ), µ /∈ Γ(F ). Следовательно, µ ∈ ΓU (X), µ /∈ Γ(X). Необходимость полностью

доказана.

Достаточность. Пусть γ ∈ ΓU (X). Проверим, что γ ∈ Γ(X). Предположим вначале, что вы-

полнено условие (i). Из него следует, в частности, что группа, топологически изоморфная Z не

может быть фактор-группой группы Y . Тогда по теореме 1.9.2 группа X не содержит подгруппы,

топологически изоморфной T. Учитывая теорему 4.6, в таком случае достаточно проверить, что

распределение ν = γ ∗ γ̄ ∈ Γ(X).

Заметим вначале, что из γ ∈ ΓU (X) вытекает, что γ̂(y) ̸= 0 при всех y ∈ Y . Из 2.7(c) и 2.7(d)

тогда следует, что ν̂(y) = |γ̂(y)|2 > 0. Значит, функция ν̂(y) допускает представление

ν̂(y) = exp{−φ(y)}, y ∈ Y,

где φ(y) - непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению

φ(ky) = k2φ(y) (6.7)
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для любых y ∈ Y, k ∈ Z.

Проверим, что при выполнении условия (i) функция φ(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii).

Обозначим через A множество всех элементов y ∈ Y , для которых существует такая последова-

тельность {yn} элементов в Y , что элемент yn ∈ Y (n) и φ(y − yn)→ 0.

Проверим, что A – подгруппа в Y . Пусть u, v ∈ A и пусть {un} и {vn} – последовательности

элементов в Y такие, что un, vn ∈ Y (n) и

φ(u− un)→ 0, φ(v − vn)→ 0.

Применяя неравенство 2.7(g), получаем

|1− ν̂(u− v − un + vn)| ≤ |ν̂(u− v − un + vn)− ν̂(v − vn)|+ |1− ν̂(v − vn)|

≤
√
2|1− ν̂(u− un)|1/2 + |1− ν̂(v − vn)|.

Пусть {yn} ⊂ Y – произвольная последовательность. Очевидно, что φ(yn) → 0 тогда и только

тогда, когда ν̂(yn) → 1. Поэтому из приведенного выше неравенства следует, что φ(u − v −
un + vn) → 0. Ясно, что un − vn ∈ Y (n). Итак, u − v ∈ A. Мы доказали, таким образом, что A

алгебраическая подгруппа в Y .

Проверим теперь, что подгруппа A замкнута. Действительно, пусть {u(j)} ⊂ A, u(j) → u и

{u(j)n } – последовательность, отвечающая элементу u(j). Применяя неравенство 2.7(g), получаем

|1− ν̂(u− u(j)n )| ≤ |ν̂(u− u(j)n )− ν̂(u(j) − u(j)n )|+ |1− ν̂(u(j) − u(j)n )|

≤
√
2|1− ν̂(u− u(j))|1/2 + |1− ν̂(u(j) − u(j)n )|. (6.8)

Как было отмечено выше, φ(yn) → 0 тогда и только тогда, когда ν̂(yn) → 1. Поэтому из (6.8)

вытекает замкнутость A.

Докажем теперь, что фактор-группа Y/A не содержит неограниченно делимых элементов.

Допустим противное. Тогда существует элемент u0 /∈ A, неограниченная последовательность

чисел {pn} ⊂ Z и последовательность {yn} ⊂ Y такие, что

u0 − pnyn ∈ A (6.9)

для всех натуральных n. Не ограничивая общности, мы можем считать выполненным неравенство

pn ≥ n2. Поэтому существует такая последовательность целых чисел {qn}, что

nqn
pn
→ 1. (6.10)

Из (6.9) и определения множества A следует, что существует такой элемент vn ∈ Y , что vn ∈ Y (pn)

и φ(u0 − pnyn − vn) сколь угодно близко к нулю. Значит, существует такая последовательность

{wn} ⊂ Y , что wn ∈ Y (pn) и φ(u0 − wn)→ 0. Положим

un =
nqnwn

pn
, n = 1, 2, . . . .

Применяя неравенство 2.7(g), получаем

|1− ν̂(u0 − un)| ≤ |ν̂(u0 − un)− ν̂(u0 − wn)|+ |1− ν̂(u0 − wn)|
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≤
√
2|1− ν̂(un − wn)|1/2 + |1− ν̂(u0 − wn)|. (6.11)

Так как φ(u0 − wn) → 0, то ν̂(u0 − wn) → 1. Отсюда с учетом неравенства 2.7(g) следует, что

ν̂(wn)→ ν̂(u0), а значит

φ(wn)→ φ(u0). (6.12)

Из (6.10) и (6.12), учитывая (6.7), получаем

φ(un − wn) = φ

(
(nqn − pn)wn

pn

)
=

(
nqn
pn
− 1

)2

φ(wn)→ 0.

Значит, ν̂(un − wn) → 1, и следовательно, из (6.11) находим ν̂(u0 − un) → 1, т.е. φ(u0 − un) → 0.

Так как un ∈ Y (n), то мы получили противоречие с предположением u0 /∈ A.

Итак, мы доказали, что из условия (i) вытекает, что Y = A. Пусть u, v ∈ Y . Тогда можно

найти последовательности {un} и {vn} такие, что un, vn ∈ Y (n) и φ(u − un) → 0, φ(v − vn) → 0.

Из неравенства 2.7(g) легко следует, что в таком случае выполнено:

φ(un)→ φ(u), φ(vn)→ φ(v), φ(un + vn)→ φ(u+ v), φ(un − vn)→ φ(u− v). (6.13)

По теореме Бохнера функция exp{−φ(y)} положительно определена. Поэтому для любых

y1, y2, . . . , ym ∈ Y, z1, z2, . . . , zm ∈ C выполнено неравенство 2.8 (i), которое принимает вид
m∑

i,j=1

exp{−φ(yi − yj)}ziz̄j ≥ 0.

Полагая здесь m = 4, y1 = −y2 = un/n, y3 = −y4 = vn/n, z1 = z2 = −z3 = −z4 = n, получаем

[2 exp{−(4/n2)φ(un)}+ 2 exp{−(4/n2)φ(vn)} − 4 exp{−(1/n2)φ(un − vn)}

−4 exp{−(1/n2)φ(un + vn)}+ 4]n2 ≥ 0.

Переходя в этом неравенстве к пределу, когда n→∞, и учитывая (6.11) находим

4φ(u+ v) + 4φ(u− v)− 8φ(u)− 8φ(v) ≥ 0,

или

2[φ(u) + φ(v)] ≤ φ(u+ v) + φ(u− v). (6.14)

Заменяя здесь u на u+ v и v на u− v и учитывая (6.7) , получаем

φ(u+ v) + φ(u− v) ≤ 2[φ(u) + φ(v)]. (6.15)

Из (6.14) и (6.15) вытекает, что функция φ(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii), т.е. ν ∈ Γ(X).

Итак, ΓU (X) ⊂ Γ(X), а следовательно, с учетом включения (6.1), достаточность условия (i)

доказана.

Для доказательства достаточности условия (ii) заметим, что носитель произвольного распре-

деления γ ∈ ΓU (X) содержится в классе смежности компоненты связности нуля cX группы X.

Действительно, пусть ν = γ∗ γ̄. Учитывая предложение 2.2, достаточно проверить, что σ(ν) ⊂ cX .

Пусть y0 ∈ bY . Поскольку y0 – компактный элемент, то nly0 → ỹ ∈ Y для некоторой последова-

тельности nl →∞ целых чисел. Учитывая (6.7), получаем

φ(y0) = lim
nl→∞

φ(ỹ)

n2l
= 0.
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Значит, φ(y) = 0 при y ∈ bY . Из предложения 2.13 тогда вытекает, что σ(ν) ⊂ A(X, bY ). По

теореме 1.9.3 A(X, bY ) = cX . Следовательно, σ(ν) ⊂ cX .

Теперь легко проверить достаточность условия (ii). Заменим распределение γ его сдвигом

γ′ = γ∗Ex так, чтобы σ(γ′) ⊂ cX . Но если группа X удовлетворяет условию (ii), то, как следует из

теорем 1.9.2 и 1.9.3 cX ∼= T. Поскольку ΓU (T) = Γ(T) и γ′ ∈ ΓU (cX), то γ′ ∈ Γ(cX). Следовательно,

γ ∈ Γ(X). Значит ΓU (X) ⊂ Γ(X). Учитывая включение (6.1), достаточность условия (ii) также

доказана. �
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Глава III

Теорема Каца–Бернштейна на локально компактных абелевых
группах

Согласно классической теореме Каца–Бернштейна, если ξ1 и ξ2 – независимые случайные ве-

личины такие, что их сумма и разность независимы, то ξj – гауcсовские. Пусть X – локально

компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности. В этой главе мы изуча-

ем распределения независимых случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и имеющие

независимые сумму и разность. Вначале мы даем полное описание групп X, на которых такие

распределения инвариантны относительно некоторой компактной подгруппы K группы X и при

естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцируют на фактор-группе X/K гауссовские рас-

пределения. Для этого необходимо и достаточно, чтобы связная компонента нуля группы X не

содержала элементов порядка 2. Поэтому, если связная компонента нуля группы X содержит

элементы порядка 2, то для таких групп возникает естественная задача описания распределений

независимых случайных величин ξj , принимающих значения в X и имеющих независимую сумму

и разность. Эта задача решается для групп R× T и для a-адических соленоидов Σa. Мы изуча-

ем также распределения независимых одинаково распределенных случайных величин ξ1 и ξ2 со

значениями в группе X и имеющие независимые сумму и разность (гауссовские распределения в

смысле Бернштейна).

§7. Локально компактные абелевы группы, на которых верна

теорема Каца–Бернштейна

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y

– ее группа характеров. В этом параграфе мы опишем группы X, обладающие тем свойством, что

если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями

µ1 и µ2 такие, что ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то µj инвариантны относительно некоторой

компактной подгруппы K группы X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцируют

на фактор-группе X/K гауссовские распределения.

7.1. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µ1 и µ2. Для того чтобы ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 были независимы, необходимо и

достаточно, чтобы характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяли уравнению

(i) µ̂1(u+ v)µ̂2(u− v) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(−v), u, v ∈ Y.

Доказательство. Напомним, что если ξ — случайная величина со значениями в группе X и с

распределением µ, то характеристической функцией распределения µ является математическое

ожидание µ̂(y) = E[(ξ, y)]. Заметим, что ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы тогда и только тогда, когда

для любых u, v ∈ Y выполнено равенство

E[(ξ1 + ξ2, u)(ξ1 − ξ2, v)] = E[(ξ1 + ξ2, u)] E[(ξ1 − ξ2, v)]. (7.1)
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Учитывая, что случайные величины ξ1 и ξ2 независимы, преобразуем левую часть равенства (7.1)

следующим образом

E[(ξ1 + ξ2, u)(ξ1 − ξ2, v)] = E[(ξ1, u+ v)(ξ2, u− v)]

= E[(ξ1, u+ v)] E[(ξ2, u− v)] = µ̂1(u+ v)µ̂2(u− v), u, v ∈ Y.

Аналогично преобразуем правую часть равенства (7.1)

E[(ξ1 + ξ2, u)] E[(ξ1 − ξ2, v)] = E[(ξ1, u)(ξ2, u)] E[(ξ1, v)(ξ2,−v)]

= E[(ξ1, u)] E[(ξ2, u)] E[(ξ1, v)] E[(ξ2,−v)] = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(−v), u, v ∈ Y.

�

Уравнение (i) называется функциональным уравнением Каца–Бернштейна. Из (i) вытекает,

в частности, что гауссовское распределение γ ∈ Γ(X) обладает тем свойством, что если ξ1 и ξ2 –

независимые одинаково распределенные с распределением γ случайные величины со значениями

в X, то ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы. Таким же свойством обладают и некоторые идемпотентные

распределения на X. Обозначим множество таких идемпотентных распределений через IB(X).

Другими словами, mK ∈ IB(X), если из того, что ξ1 и ξ2 независимые одинаково распределенные

случайные величины со значениями в группе X и с распределением mK следует, что их сумма и

разность независимы.

Для описания множества IB(X) нам понадобится

7.2. Лемма. Пусть n – натуральное число, а G – замкнутая подгруппа группы X. Тогда

следующие утверждения эквивалентны:

(i) G(n) = G;

(ii) если ny ∈ A(Y,G), то y ∈ A(Y,G).
Доказательство. (i)⇒ (ii). По теореме 1.9.2 G∗ ∼= Y/A(Y,G). Очевидно, что (ii) равносиль-

но тому, что (Y/A(Y,G))(n) = {0}. Поэтому равносильность (i) и (ii) вытекает из теоремы 1.9.5.

�

7.3. Группы Корвина. Группа называется группой Корвина, если X(2) = X. Приведем неко-

торые примеры.

Группы R, T, Q, Z(2k − 1), Z(p∞), Σa, ∆p, при p ̸= 2 – группы Корвина.

Группы Z, Z(2k), ∆2 – не группы Корвина.

7.4. Предложение. Пусть K – компактная подгруппа группы X. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны:

(i) K – группа Корвина;

(ii) если 2y ∈ A(Y,K), то y ∈ A(Y,K);

(iii) mK ∈ IB(X).

Доказательство. Эквивалентность (i) и (ii) вытекает из леммы 7.2 так как K(2) = K(2).
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(ii)⇒ (iii). Как отмечено в лемме 7.1, мы должны проверить, что характеристическая функ-

ция m̂K(y) удовлетворяет уравнению 7.1(i), которое принимает вид

m̂K(u+ v)m̂K(u− v) = m̂2
K(u)m̂2

K(v), u, v ∈ Y. (7.2)

Воспользуемся представлением 2.14 (i) характеристической функции m̂K(y). Если u, v ∈ A(Y,K),

то u ± v ∈ A(Y,K) и обе части уравнения (7.2) равны 1. Если либо u ∈ A(Y,K), v /∈ A(Y,K),

либо v ∈ A(Y,K), u /∈ A(Y,K), то u+ v /∈ A(Y,K) и обе части уравнения (7.2) равны нулю. Если

u, v /∈ A(Y,K), то правая часть уравнения (7.2) равна нулю. Если при этом левая часть уравнения

(7.2) отлична от нуля, то мы имеем u± v ∈ A(Y,K). Но тогда 2u ∈ A(Y,K), и по (ii) u ∈ A(Y,K),

что противоречит условию. Следовательно, и левая часть уравнения (7.2) равна нулю.

(iii) ⇒ (ii). Как отмечено в 7.1, из (iii) вытекает, что характеристическая функция m̂K(y)

удовлетворяет уравнению (7.2). Пусть 2y ∈ A(Y,K). Положим в (7.2) u = v = y. Тогда левая

часть уравнения (7.2) равна 1. Следовательно, и правая часть уравнения (7.2) равна 1. Учитывая

2.14(i), это означает, что y ∈ A(Y,K). �

Наша цель состоит в описании групп X, которые обладают следующим свойством. Если ξ1 и

ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2,

то из независимости ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 вытекает, что µj ∈ Γ(X) ∗ I(X). Это включение означает,

что распределения µj инвариантны относительно некоторой компактной подгруппы K группы X

и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцируют на фактор-группе X/K гауссовские

распределения.

Для доказательства основной теоремы этого параграфа нам понадобится ряд лемм.

7.5. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µ1 и µ2. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то распределения µj можно так

заменить их сдвигами µ′j, что σ(µ′j) ⊂ M, j = 1, 2, где M – подгруппа в X, топологически

изоморфная группе вида Rm ×K, m ≥ 0, а K – компактная группа Корвина.

Доказательство. Учитывая структурную теорему 1.11.1 для локально компактных абеле-

вых групп, мы можем предполагать, не ограничивая общности, что X = Rm×G, Y = Rm×H, где

m ≥ 0, H ∼= G∗ и каждая из групп G и H содержит компактную открытую подгруппу. Обозначим

через L компактную открытую подгруппу в H. Положим

N1 = {y ∈ Y : µ̂1(y) ̸= 0}, N2 = {y ∈ Y : µ̂2(y) ̸= 0}, N = N1 ∩N2.

Из леммы 7.1 следует, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i).

Из 7.1(i) вытекает, что N – подгруппа в Y , очевидно, открытая.

Рассмотрим пересечение B = N ∩ L. Поскольку каждая открытая подгруппа замкнута, B –

компактная открытая подгруппа в H. Полагая в уравнении 7.1(i) u = v = y и u = −v = y, мы

получаем

µ̂1(2y) = µ̂21(y)|µ̂2(y)|2, µ̂2(2y) = |µ̂1(y)|2µ̂22(y), y ∈ Y. (7.3)

Из (7.3) следует, что при любом натуральном n выполнено

|µ̂j(2ny)| = |µ̂1(y)µ̂2(y)|2
2n−1

, j = 1, 2, y ∈ Y. (7.4)
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Отсюда при n = 1 вытекает, что

|µ̂1(y)| = |µ̂2(y)|, y ∈ Y (2). (7.5)

Пусть y ∈ B. Поскольку B – компакт, существует сходящаяся подпоследовательность 2mky →
y0 ∈ B. Из (7.4) мы получаем

|µ̂j(y0)| = lim
k→∞

|µ̂j(2mky)| = lim
k→∞

|µ̂1(y)µ̂2(y)|2
2mk−1

, j = 1, 2, y ∈ Y. (7.6)

Если |µ̂1(y)µ̂2(y)| < 1, то предел в правой части (7.6) равен нулю, что невозможно, ввиду

y0 ∈ B ⊂ N . Следовательно, |µ̂1(y)| = |µ̂2(y)| = 1 при y ∈ B. Как следует из 2.7(e), мы мо-

жем заменить распределения µj их сдвигами µ′j так, чтобы было выполнено µ̂′j(y) = 1 при

y ∈ B. Очевидно, что характеристические функции µ̂′j(y) также удовлетворяют уравнению

7.1(i). Применяя предложение 2.13, получаем σ(µ′j) ⊂ A(X,B). Из теорем 1.7.1 и 1.9.2 полу-

чаем A(X,B) ∼= (Y/B)∗ = ((Rm × H)/B)∗ ∼= Rm × (H/B)∗. Обозначим F = (H/B)∗. Поскольку

подгруппа B открыта в H, фактор-группа H/B дискретна, а следовательно, по теореме 1.6.1

группа F компактна.

Мы редуцировали доказательство леммы к случаю, когда X = Rm × F, Y = Rm ×D, где F –

компактная группа, D ∼= F ∗, а µj – распределения на X, характеристические функции которых

удовлетворяют уравнению 7.1(i). По теореме 1.6.1 группа D дискретна. Пусть D2 – подгруппа в

D, состоящая из элементов, порядки которых – степени числа 2. Пусть y ∈ D2. Тогда 2ny = 0

при некотором натуральном n. Из (7.4) следует тогда, что |µ̂1(y)| = |µ̂2(y)| = 1 при y ∈ D2.

Как следует из 2.7(e), мы можем заменить распределения µj их сдвигами µ′j так, чтобы было

выполнено µ̂′j(y) = 1 при y ∈ D2. Применяя предложение 2.13, получаем σ(µ′j) ⊂ A(X,D2).

Обозначим M = A(X,D2). Очевидно, что M = Rm ×K, где K – компактная группа. Из теорем

1.9.1 и 1.9.2 получаемM∗ ∼= Y/D2. Ясно, что фактор-группа Y/D2 не содержит элементов порядка

2. Из теоремы 1.9.5 получаем M (2) = M . Поскольку M (2) = M (2), то M – группа Корвина,

а значит, K – также группа Корвина. Возвращаясь к исходным распределениям µj , получаем

требуемое утверждение. �

7.6. Лемма. Пусть n – натуральное число. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) для любой компактной подгруппы G группы X такой, что G(n) = G, выполнено (G∗)(n) =

G∗;

(ii) связная компонента нуля cX группы X удовлетворяет условию: {x ∈ cX : nx = 0} = {0}.
Доказательство. (i) ⇒ (ii). По теореме 1.11.2 cX ∼= Rm × K, где m ≥ 0, а K – связная

компактная группа. Из теоремы 1.9.6 следует, что для любого натурального l выполнено K(l) =

K. Тогда из (i) получаем (K∗)(n) = K∗, а значит (c∗X)(n) = c∗X . По теореме 1.9.5 из последнего

равенства вытекает (ii).

(ii) ⇒ (i). Пусть G – такая компактная подгруппа в X, что G(n) = G. Положим H = G∗.

По теореме 1.6.1 группа H дискретна. Проверим, что H(n) = H. Рассмотрим в H подгруппу H̃,

состоящую из всех элементов, неограниченно делимых на n, т.е.

H̃ =

∞∩
l=1

H(nl).
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Проверим вначале, что фактор-группа L = H/H̃ не содержит отличных от нуля неограни-

ченно делимых на n элементов и не содержит элементов конечного порядка. Пусть [h0] ∈ L –

неограниченно делимый на n элемент. Тогда уравнение

nl[t] = [h0] (7.7)

имеет решение в L для любого натурального l. Равенство (7.7) равносильно тому, что nlt−h0 ∈ H̃,

т.е. nlt−h0 = nly при некотором y ∈ H. Отсюда h0 = nl(t−y), т.е. h0 ∈ H̃, или [h0] = 0. Поэтому в

L нет отличных от нуля неограниченно делимых на n элементов. Пусть теперь [h0] ∈ L – элемент

конечного порядка p. Можно считать, не ограничивая общности, что p – простое число. Если n не

делится на p, то [h0] – неограниченно делимый на n элемент, и по доказанному [h0] = 0. Поэтому

считаем, что p – делитель n. Имеем, p[h0] = 0, т.е. ph0 ∈ H̃. Значит, для любого натурального l

существует такой элемент z ∈ H, что выполнено ph0 = nl+1z. Тогда

p

(
h0 −

nl+1

p
z

)
= 0. (7.8)

Так как G(n) = G, то по теореме 1.9.5 {h ∈ H : nh = 0} = {0}. Поскольку p – делитель n, то

{h ∈ H : ph = 0} = {0}. (7.9)

Из (7.8) и (7.9) тогда получаем h0 = nl
(
nz
p

)
, т.е. h0 ∈ H̃ и [h0] = 0.

Итак, L – дискретная группа без кручения. По теоремам 1.6.1 и 1.6.2 группа L∗ компактна и

связна. По теореме 1.9.2 L∗ ∼= A(G, H̃). Поэтому A(G, H̃) ⊂ cX и из (ii) следует, что

{x ∈ A(G, H̃) : nx = 0} = {0}.

По теореме 1.9.5 отсюда вытекает, что L(n) = L, т.е. группа L состоит из неограниченно делимых

на n элементов. Значит, L = {0}. Таким образом, H = H̃, а значит, H(n) = H. �

7.7. Лемма. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) для любой компактной подгруппы Корвина K группы X, фактор-группа X/K не содер-

жит подгруппы, топологически изоморфной T;

(ii) если K – компактная подгруппа Корвина в X, то K∗ – группа Корвина.

Доказательство. (i) ⇒ (ii). Пусть K компактная подгруппа Корвина в X. Обозначим

L = K∗ и проверим, что L(2) = L. Из теоремы 1.9.5 вытекает, что в L нет элементов порядка 2.

Значит, все элементы конечного порядка, принадлежащие L, имеют нечетный порядок, и поэтому

лежат в L(2). Проверим, что любой элемент бесконечного порядка, принадлежащий L, лежит в

L(2). Пусть h0 /∈ L(2), а M – подгруппа в L, порожденная элементом h0. Пусть h ∈ L и 2h ∈ M .

Если 2h = (2m−1)h0, то h0 = 2(mh0−h) ∈ L(2), что противоречит выбору h0. Значит, если 2h ∈M ,

то 2h = 2mh0. Поскольку в L нет элементов порядка 2, то h = mh0. Таким образом, подгруппа M

обладает свойством, что если 2h ∈M , то h ∈M . Учитывая теорему 1.9.1 из леммы 7.2 получаем,

что аннулятор A(K,M) – группа Корвина, очевидно компактная. Применяя теоремы 1.9.1 и 1.9.2,

получаем (K/A(K,M))∗ ∼= M ∼= Z. Отсюда K/A(K,M) ∼= T. Но это противоречит (i), так как

если группа X удовлетворяет условию (i), то этому условию удовлетворяет и любая замкнутая

подгруппа группы X. Таким образом, (ii) доказано.
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(ii) ⇒ (i). Проверим вначале, что если G – компактная подгруппа Корвина в X, то фактор-

группаX/G также удовлетворяет условию (ii). Пусть p : X 7→ X/G – естественный гомоморфизм,

K – компактная подгруппа Корвина в X/G. Положим K̃ = p−1(K). Тогда K ∼= K̃/G и в силу

компактности групп K и G, группа K̃ также компактна. Очевидно, что K̃ – группа Корвина.

Из (ii) следует, что K̃∗ – группа Корвина. По теореме 1.9.2 K∗ ∼= A(K̃∗, G). Пусть y ∈ A(K̃∗, G).

Тогда y = 2y′, y′ ∈ K̃∗. Так как G – группа Корвина, то по лемме 7.2 y′ ∈ A(K̃∗, G), т.е. K∗ –

группа Корвина.

Если условие (i) не выполнено, то существует такая компактная подгруппа Корвина K0 груп-

пы X, что фактор-группа X/K0 содержит подгруппу F , топологически изоморфную T. Так как

T – компактная группа Корвина, то из сказанного выше вытекает, что группа F ∗ – также должна

быть группой Корвина, что, очевидно, неверно. Следовательно, выполнено условие (i). �

7.8. Лемма. Пусть X = T. Тогда существуют независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со

значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристи-

ческими функциями такие, что ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, а µ1, µ2 /∈ Γ(X).

Доказательство. Поскольку Y ∼= Z, элементы группы Y будем обозначать через n ∈ Z.

Пусть a > 0 и b > 0. Рассмотрим на группе Y функции

g1(n) =

exp{−an2}, если n ∈ Z(2),

b exp{−an2}, если n /∈ Z(2),
(7.10)

g2(n) =

exp{−an2}, если n ∈ Z(2),

b−1 exp{−an2}, если n /∈ Z(2).
(7.11)

Выберем числа a и b таким образом, чтобы были выполнены неравенства∑
n∈Z, n ̸=0

gj(n) < 1, j = 1, 2.

Отсюда следует, что

ρj(t) = 1 +
∑

n∈Z, n ̸=0

gj(n) exp{−int} > 0, t ∈ R, j = 1, 2.

Очевидно также, что

1

2π

π∫
−π

ρj(t)dt = 1, j = 1, 2.

Пусть µj – распределение на группе X с плотностью rj(e
it) = ρj(t) относительно mX . Тогда

µ̂j(n) = gj(n). Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X

и с распределениями µ1 и µ2. Очевидно, что µ̂j(n) ̸= 0, n ∈ Z, и µj /∈ Γ(X). Проверим, что

ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, и тем самым, лемма будет доказана. В силу леммы 7.1, для этого

достаточно убедиться, что характеристические функции µ̂j(n) удовлетворяют уравнению 7.1(i).

Рассматривая последовательно случаи m,n ∈ Z(2); m ∈ Z(2), n /∈ Z(2); n ∈ Z(2),m /∈ Z(2); m,n /∈
Z(2), убеждаемся в этом. �

Как будет доказано в §8 (см. следствие 8.6), если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X = T и с распределениями µ1 и µ2, имеющими необращающиеся а нуль
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характеристические функции, то из независимости ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 вытекает, что распределе-

ния µj можно так заменить их сдвигами µ′j , что характеристические функции распределений µ′j
определяются формулами (7.10) и (7.11).

7.9. Лемма. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. Пусть

ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распределения

µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2
независимы, то µ1, µ2 ∈ Γ(X) и µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X.

Доказательство. В силу леммы 7.1 характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют урав-

нению 7.1(i). Заменяя в уравнении 7.1(i) v на −v, получаем

µ̂1(u− v)µ̂2(u+ v) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(−v)µ̂2(v), u, v ∈ Y. (7.12)

Пусть λ = µ1 ∗ µ2. Тогда из 2.7(c) следует, что λ̂(y) = µ̂1(y)µ̂2(y). Перемножая уравнения 7.1(i) и

(7.12), получаем

λ̂(u+ v)λ̂(u− v) = λ̂2(u)|λ̂(v)|2, u, v ∈ Y. (7.13)

Пусть ν = λ ∗ λ̄. Тогда из 2.7(c) и 2.7(d) получаем ν̂(y) = |λ(y)|2 > 0. Из (7.13) находим

ν̂(u+ v)ν̂(u− v) = ν̂2(u)ν̂2(v), u, v ∈ Y. (7.14)

Положим φ(y) = − log ν̂(y). Из (7.14) следует, что характеристическая функция ν̂(y) представима

в виде

ν̂(y) = exp{−φ(y)}, y ∈ Y,

где φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii).

Значит, ν ∈ Γ(X). Распределения µj – делители ν. Поскольку группа X не содержит подгруппы,

топологически изоморфной T, то по теореме 4.6 µj ∈ Γ(X).

Мы имеем

µ̂j(y) = (xj , y) exp{−φj(y)},

где xj ∈ X, а φj(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению

2.16(ii). Подставляя выражения для µ̂j(y) в уравнение 7.1(i), получаем

φ1(u+ v) + φ2(u− v) = φ1(u) + φ2(u) + φ1(v) + φ2(−v), u, v ∈ Y. (7.15)

Воспользуемся замечанием 3.3 и перейдем в (7.15) к соответствующим функциям ψj(u, v). Имеем,

ψ1(u, v) = ψ2(u, v), u, v ∈ Y,

а значит φ1(y) = φ2(y), y ∈ Y . Следовательно, µ1 = µ2 ∗Ex, x ∈ X. �

Отметим, что как вытекает из леммы 7.8, утверждение леммы 7.9 неверно, если группа X

содержит подгруппу, топологически изоморфную T.

Докажем теперь основную теорему этого параграфа.
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7.10. Теорема. Справедливы следующие утверждения.

(I) Предположим, что связная компонента нуля группы X не содержит элементов поряд-

ка 2. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распре-

делениями µ1 и µ2 такие, что ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы. Тогда µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ IB(X) и

µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X.
(II) Если связная компонента нуля группы X содержит элементы порядка 2, то существу-

ет независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями λ1

и λ2 такие, что ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, а λ1, λ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X).

Доказательство. (I). По лемме 7.5 можно считать, что X = Rm × K, где m ≥ 0, а K –

компактная группа Корвина. Из леммы 7.6, примененной при n = 2, получаем, что (K∗)(2) = K∗,

а следовательно Y (2) = Y . Очевидно также, что X(2) = X. Поскольку X(2) = X(2), то из 1.13

(b) и 1.13(d) вытекает, что f2 – автоморфизм групп X и Y , т.е. X и Y – группы с однозначным

делением на два.

В силу леммы 7.1 характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), а зна-

чит, и уравнениям (7.4) и (7.5). Поскольку Y (2) = Y , то из (7.5) получаем, что |µ̂1(y)| = |µ̂2(y)|, y ∈
Y. Значит,

{y ∈ Y : µ̂1(y) ̸= 0} = {y ∈ Y : µ̂2(y) ̸= 0} = N.

Из уравнения 7.1(i) вытекает тогда, что N – подгруппа в Y . Очевидно, что подгруппа N открыта.

Из уравнения (7.4) при n = 1 следует, что если 2y ∈ N , то y ∈ N . По лемме 7.2, примененной

при n = 2, получаем, что F = A(X,N) – подгруппа Корвина. Так как N открытая подгруппа,

то по теореме 1.9.4 F компактна. Из теорем 1.9.1 и 1.9.2 следует, что (X/F )∗ ∼= N . Легко видеть

также, что X/F и N – группы с однозначным делением на два.

Рассмотрим сужения характеристических функций µ̂1(y) и µ̂2(y) на подгруппу N . В силу

следствия 2.11 и леммы 7.1, эти сужения являются характеристическими функциями некоторых

независимых случайных величин ζ1 и ζ2 со значениями в фактор-группе X/F , которые обладают

тем свойством, что ζ1+ζ2 и ζ1−ζ2 независимы. Так как X/F – группа с однозначным делением на

два, то X/F не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. По лемме 7.9, примененной к

группе X/F , получаем, что сужения характеристических функций µ̂j(y) на подгруппу N имеют

представление

µ̂j(y) = (xj , y) exp{−φ(y)}, y ∈ N, (7.16)

где xj ∈ X, а φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на N , удовлетворяющая уравнению

2.16(ii). По лемме 3.18 функцию φ(y) можно продолжить с сохранением ее свойств с подгруппы

N на Y . Обозначим продолженную функцию через φ̃(y). Пусть γj – гауссовское распределение

на X с характеристической функцией

γ̂j(y) = (xj , y) exp{−φ̃(y)}, y ∈ Y. (7.17)

По теореме 1.9.1 N = A(Y, F ). Тогда из 2.14(i) следует, что характеристическая функция распре-

деления Хаара mF имеет вид

m̂F (y) =

1, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(7.18)
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Из (7.16)–(7.18) вытекает, что µ̂j(y) = γ̂j(y)m̂F (y). Следовательно, применяя 2.7(b) и 2.7(c), по-

лучаем µj = γj ∗mF . Поскольку γ1 = γ2 ∗ Ex, то и µ1 = µ2 ∗ Ex. Утверждение (I) доказано.

Докажем теперь (II). Предположим, что связная компонента нуля группы X содержит эле-

менты порядка 2. Из леммы 7.6 при n = 2 следует, что существует такая компактная подгруп-

па Корвина G группы X, что G∗ – не группа Корвина. Тогда по лемме 7.7 существует такая

компактная подгруппа Корвина K группы X, что фактор-группа X/K содержит подгруппу F ,

топологически изоморфную T. Поэтому построенные при доказательстве леммы 7.8 распределе-

ния µj на группе T можно рассматривать, как некоторые распределения на фактор-группе X/K.

Сохраним для них обозначения µj . Так как в силу теоремы 1.9.2 (X/K)∗ ∼= A(Y,K), то можно

считать, что характеристические функции µ̂j(y) определены на A(Y,K). Рассмотрим на группе

Y функции

hj(y) =

µ̂j(y), если y ∈ A(Y,K),

0, если y /∈ A(Y,K).

Так как A(Y,K) – подгруппа, а µ̂j(y) – положительно определенные функции, то по предло-

жению 2.12 hj(y) – также положительно определенные функции. Поскольку K – компактная

группа, то по теореме 1.9.4 аннулятор A(Y,K) – открытая подгруппа, а следовательно, функ-

ции hj(y) непрерывны. По теореме Бохнера существуют распределения λj ∈ M1(X) такие, что

λ̂j(y) = hj(y). Пусть ξj – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распре-

делениями λj . Проверим, что ξ1+ξ2 и ξ1−ξ2 независимы. В силу леммы 7.1 достаточно убедиться,

что характеристические функции λ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i). Пусть u, v ∈ A(Y,K).

Тогда, очевидно, 7.1(i) выполнено, поскольку функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i).

Если либо u ∈ A(Y,K), v /∈ A(Y,K), либо v ∈ A(Y,K), u /∈ A(Y,K), то обе части уравнения 7.1(i)

обращаются в нуль. Если u, v /∈ A(Y,K), то правая часть в 7.1(i) равна нулю. Если при этом левая

часть в 7.1(i) отлична от нуля, то выполнено u ± v ∈ A(Y,K). А тогда 2u ∈ A(Y,K). Поскольку

K – компактная группа Корвина, то в силу леммы 7.2, примененной при n = 2, получаем, что

u ∈ A(Y,K), что противоречит предположению. Следовательно, и левая часть 7.1(i) равна нулю.

Таким образом, характеристические функции λ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i). Поскольку

µj /∈ Γ(X/K), то очевидно, что λj /∈ Γ(X) ∗ I(X). Утверждение (II) также доказано. �

7.11. Замечание. Отметим, что при доказательстве утверждения (I) в теореме 7.10 мы не

использовали теоремы Каца–Бернштейна. Поэтому эта теорема вытекает из теоремы 7.10, по-

скольку единственной компактной подгруппой Корвина K в группе R является K = {0}.

7.12. Замечание. Доказательство утверждения (I) в теореме 7.10 опиралось на лемму 7.9,

при доказательстве которой была использована теорема 4.6 (групповой аналог теоремы Крамера).

Доказательство теоремы 4.6, в свою очередь, опиралось на справедливость теоремы Крамера. Все

известные доказательства теоремы Крамера используют теорию целых функций. Легко видеть,

что вместо леммы 7.9, для доказательства утверждения (I) в теореме 7.10 достаточно, чтобы

было справедливо следующее утверждение, более слабое, чем лемма 7.9.

Пусть X – группа с однозначным делением на два. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные

величины со значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в
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нуль характеристическими функциями. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то µ1, µ2 ∈ Γ(X) и

µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X.
Мы приведем ниже два доказательства этого утверждения, не использующие теоремы 4.6, а

значит, не использующие и теории функций комплексного переменного. Нам понадобится следу-

ющая лемма.

7.13. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X,

имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями.

Пусть p : X 7→ X/X(2) – естественный гомоморфизм. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то

p(µ1), p(µ2) ∈ Γ
(
X/X(2)

)
и p(µ1) = p(µ2) ∗ E[x], [x] ∈ X/X(2).

Доказательство. В силу леммы 7.1 характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют урав-

нению 7.1(i), а значит и уравнению (7.5). В силу 2.7(d) мы имеем

|µ̂2(−v)| = |µ̂2(v)|, v ∈ Y. (7.19)

Из уравнения 7.1(i) и (7.21) получаем, что функции |µ̂j(y)| удовлетворяют уравнению

|µ̂1(u+ v)||µ̂2(u− v)| = |µ̂1(u)||µ̂1(v)||µ̂2(u)||µ̂2(v)|, u, v ∈ Y. (7.20)

Из (7.5) и (7.20) находим

|µ̂j(u+ v)||µ̂j(u− v)| = |µ̂j(u)|2|µ̂j(v)|2, u, v ∈ Y (2), j = 1, 2.

Отсюда следует, что φ(y) = − log |µ̂j(y)| – непрерывная неотрицательная функция на Y (2), удо-

влетворяющая уравнению 2.16(ii).

Проверим, что функции

lj(y) = µ̂j(y)/|µ̂j(y)|

являются характерами группы Y (2). Заметим, что

|lj(y)| = 1, lj(−y) = lj(y), lj(0) = 1, j = 1, 2, y ∈ Y. (7.21)

Очевидно, что функции lj(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), которое принимает вид

l1(u+ v)l2(u− v) = l1(u)l1(v)l2(u)l2(−v), u, v ∈ Y. (7.22)

Полагая в (7.22) сначала u = v = y, а затем u = −v = y, получаем

l1(2y) = l21(y), l2(2y) = l22(y), y ∈ Y. (7.23)

Меняя в (7.22) переменные u и v местами, получим

l1(u+ v)l2(−(u− v)) = l1(u)l1(v)l2(−u)l2(v), u, v ∈ Y.

Перемножая это уравнение и уравнение (7.22) и учитывая (7.21), получаем

l21(u+ v) = l21(u)l
2
1(v), u, v ∈ Y.

Учитывая равенство (7.23), отсюда следует, что

l1(u+ v) = l1(u)l1(v), u, v ∈ Y (2).
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Аналогичное рассуждение доказывает, что функция l2(y) – также характер группы Y (2). По

теореме 1.9.2 характеры lj(y) представимы в виде lj(y) = (xj , y), xj ∈ X, y ∈ Y (2). Таким образом,

мы доказали, что характеристические функции µ̂j(y) на подгруппе Y (2) имеют представление

µ̂j(y) = (xj , y) exp{−φ(y)}, y ∈ Y (2). (7.24)

Заметим теперь, что по теореме 1.9.5 Y (2) = A(Y,X(2)). Пусть p : X 7→ X/X(2) – естественный

гомоморфизм. Поскольку по следствию 2.11 ограничение характеристической функции µ̂j(y) на

подгруппу Y (2) является характеристической функцией распределения p(µj) ∈ X/X(2), то лемма

доказана. �

7.14. Следствие. Пусть группа X удовлетворяет условию X(2) = {0}. Пусть ξ1 и ξ2 –

независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с

необращающимися в нуль характеристическими функциями. Если ξ1 + ξ2 и ξ1− ξ2 независимы,

то µ1, µ2 ∈ Γ(X) и µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X.
Очевидно, что утверждение, сформулированное в замечании 7.12, непосредственно вытекает

из следствия 7.14.

7.15. Замечание. Легко видеть, что из доказательства леммы 7.13 вытекает, что справедливо

следующее утверждение. Пусть Y – произвольная абелева группа. Пусть fj(y) – функции на

группе Y удовлетворяющие уравнению

f1(u+ v)f2(u− v) = f1(u)f2(u)f1(v)f2(−v), u, v ∈ Y, (7.25)

и условиям fj(−y) = fj(y), fj(0) = 1, j = 1, 2. Тогда на подгруппе Y (2) имеют место представле-

ния

fj(y) = lj(y) exp{φ(y)}, y ∈ Y (2), (7.26)

где lj(y) – функции на подгруппе Y (2), удовлетворяющие уравнению

lj(u+ v) = lj(u)lj(v), u, v ∈ Y (2), (7.27)

а φ(y) – функция на подгруппе Y (2), удовлетворяющая уравнению 2.14(ii).

Если мы дополнительно предположим, что группа Y локально компактна, а функции fj(y)

непрерывны, то можно утверждать, что на подгруппе Y (2) имеет место представление

fj(y) = (xj , y) exp{φ(y)}, y ∈ Y (2), (7.28)

где xj ∈ X = Y ∗, а функция φ(y) непрерывна и удовлетворяет уравнению 2.14(ii).

Ниже мы изложим основанное на принципиально других соображениях и представляющее са-

мостоятельный интерес еще одно доказательство утверждения, сформулированного в замечании

7.12.
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7.16. Если X – группа с однозначным делением на два, то, в частности, Y = Y (2). Поэтому,

как установлено при доказательстве леммы 7.13,

|µ̂j(y)| = exp{−φ(y)}, y ∈ Y,

где φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii).

Покажем, что функции lj(y) = µ̂j(y)/|µ̂j(y)| являются характерами группы Y . Учитывая (7.5),

из (7.3) находим

µ̂j(y) = (µ̂j(y/2
n))2

n |µ̂j(y/2n)|2
2n−2n , y ∈ Y, j = 1, 2. (7.29)

Заметим теперь, что из равенства φ(y/2n) = (1/22n)φ(y) следует, что

lim
n→∞

|µ̂j(y/2n)|2
2n−2n = |µ̂j(y)|, y ∈ Y, j = 1, 2. (7.30)

Перепишем (7.29) в виде

µ̂j(y)

|µ̂j(y/2n)|22n−2n
= (µ̂j(y/2

n)2
n
, y ∈ Y, j = 1, 2.

Переходя здесь к пределу при n→∞ и учитывая (7.30), получаем

lj(y) =
µ̂j(y)

|µ̂j(y)|
= lim

n→∞
(µ̂j(y/2

n))2
n
, y ∈ Y, j = 1, 2.

Функции lj(y), очевидно, непрерывны. Так как функции lj(y) являются пределами последова-

тельности положительно определенных функций, то функции lj(y) также положительно опре-

делены. По теореме Бохнера функции lj(y) характеристические. Так как |lj(y)| = 1, y ∈ Y ,

то по 2.7(e) lj(y) = (xj , y), xj ∈ X. А значит, µ̂j(y) = (xj , y) exp{−φ(y)}, y ∈ Y , Отсюда,

µj ∈ Γ(X), j = 1, 2, и µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X. Утверждение доказано.

7.17. Замечание. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе

X и с безгранично делимыми распределениями µ1 и µ2. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то

µj ∈ Γ(X) ∗ IB(X) и µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X. Действительно, в силу леммы 7.1 характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), а значит, и уравнению (7.3). Из 2.15(b) следует,

что множества Nj = {y ∈ Y : µ̂j(y) ̸= 0}, j = 1, 2, – подгруппы в Y , а из (7.3) вытекает, что

N1 = N2. Дальнейшее рассуждение проводится так же, как и при доказательстве теоремы 7.10.

Только вместо леммы 7.9 нужно использовать следующее утверждение.

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие без-

гранично делимые распределениями µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими

функциями. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то µ1, µ2 ∈ Γ(X) и µ1 = µ2 ∗ Ex, x ∈ X.
Доказательство этого утверждения проводится точно так же, как и доказательство леммы

7.9, только вместо теоремы 4.6 нужно использовать замечание 4.9.

§8. Независимые случайные величины на группе R× T и

a-адических соленоидах Σa с независимой суммой и

разностью

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

Y – ее группа характеров. Согласно теореме 7.10, если связная компонента нуля группы X не
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содержит элементов порядка 2, а ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями

в группе X и с распределениями µ1 и µ2 такие, что их сумма и разность независимы, то µj

инвариантны относительно некоторой компактной подгруппы K группы X и при естественном

гомоморфизме X 7→ X/K индуцируют на фактор-группе X/K гауссовские распределения. Это

утверждение неверно, если связная компонента нуля группы X содержит элементы порядка 2.

Для таких групп возникает естественный вопрос: какими могут быть возможные распределения

независимых случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями в группе X, если ξ1+ξ2 и ξ1−ξ2 независи-

мы. В этом параграфе мы решаем эту задачу для цилиндра X = R×T и a-адических соленоидов

X = Σa.

8.1. Пусть X = R × T. Нам удобно считать, что вещественная прямая R, группа вращений

окружности T и мультипликативная группа корней степени m из единицы Z(m) естественным об-

разом вложены в группуX. Мы имеем Y ∼= R×Z. Чтобы не вводить дополнительных обозначений,

будем считать, что Y = R×Z, а вещественная прямая R и группа целых чисел Z также естествен-

ным образом вложены в Y . Элементы группы X будем обозначать через x = (t, z), t ∈ R, z ∈ T,

а элементы группы Y через y = (s, n), s ∈ R, n ∈ Z.

Для доказательства основных теорем этого параграфа нам понадобятся следующие леммы.

8.2. Лемма. Пусть комплекснозначные функции hj(n) на группе Z удовлетворяют уравне-

нию

(i) h1(m+ n)h2(m− n) = h1(m)h1(n)h2(m)h2(−n), m, n ∈ Z,

и условиям h1(n)h2(n) ̸= 0, hj(−n) = hj(n), hj(0) = 1, j = 1, 2, n ∈ Z. Тогда функции hj(n)

представимы в виде

h1(n) = exp{−λn2 + inθ1 + κ(1− (−1)n)}, n ∈ Z,

h2(n) = exp{−λn2 + inθ2 − κ(1− (−1)n)}, n ∈ Z,

где λ, κ ∈ R, 0 ≤ θj < 2π, j = 1, 2.

Доказательство. Из уравнения (i) и условия hj(−n) = hj(n) вытекает, что функции |hj(n)|
удовлетворяют уравнению

|h1(m+ n)||h2(m− n)| = |h1(m)||h1(n)||h2(m)||h2(n)|, m, n ∈ Z. (8.1)

Положим f(n) = − log |h1(n)|, g(n) = − log |h2(n)|. Тогда из (8.1) следует, что

f(m+ n) + g(m− n) = P (m) + P (n), m, n ∈ Z, (8.2)

где P (m) = f(m) + g(m).

Для решения уравнения (8.2) применим метод конечных разностей. Придадим в (8.2) пере-

менным m и n приращение k, где k — произвольный элемент группы Z. Вычитая из полученного

уравнения уравнение (8.2), находим

∆2kf(m+ n) = ∆kP (m) + ∆kP (n), m, n, k ∈ Z. (8.3)
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Полагая в (8.3) m = 0 и вычитая полученное уравнение из (8.3), получаем

∆2k∆mf(n) = ∆kP (m)−∆kP (0), m, n, k ∈ Z. (8.4)

Придадим в (8.4) переменной n приращение l, где l — произвольный элемент группы Z, и вычитая

из полученного уравнения уравнение (8.4), находим

∆2k∆m∆lf(n) = 0, m, n, k, l ∈ Z.

Полагая здесь m = l, получаем

∆2k∆
2
l f(n) = 0, n, k, l ∈ Z. (8.5)

Положим в (8.5) l = k и перепишем полученное уравнение в виде

f(n+ 4k)− 2f(n+ 3k) + 2f(n+ k)− f(n) = 0, k, n ∈ Z.

Полагая здесь k = 1, получаем

f(n+ 4)− 2f(n+ 3) + 2f(n+ 1)− f(n) = 0, n ∈ Z. (8.6)

Мы получили конечно-разностное уравнение на группе Z, характеристическим уравнение ко-

торого имеет вид

q4 − 2q3 + 2q − 1 = 0.

Отсюда следует, что общее решение уравнения (8.6) имеет вид

f(n) = a1 + b1n+ c1n
2 + d1(−1)n, n ∈ Z,

где a1, b1, c1, d1 — произвольные вещественные константы (см., например, [5, гл. V, §4]). Так как

f(0) = 0 и f(n) = f(−n), то b1 = 0 и d1 = −a1. Таким образом, f(n) = c1n
2+a1(1−(−1)n). Проводя

аналогичные рассуждения, получаем, что g(n) = c2n
2 + a2(1 − (−1)n). Подставляя найденные

представления для функций f(n) и g(n) в уравнение (8.2), получаем, что c1 = c2, a2 = −a1.
Обозначим c1 = λ, a1 = −κ. Итак,

f(n) = λn2 − κ(1− (−1)n), g(n) = λn2 + κ(1− (−1)n),

т.е.

|h1(n)| = exp{−λn2 + κ(1− (−1)n)}, |h2(n)| = exp{−λn2 − κ(1− (−1)n)}, n ∈ Z. (8.7)

Положим

lj(n) = hj(n)/|hj(n)|, n ∈ Z. (8.8)

Тогда |lj(n)| = 1, lj(−n) = lj(n), lj(0) = 1, j = 1, 2, n ∈ Z. Из (i) следует, что функции lj(n)

удовлетворяют уравнению

l1(m+ n)l2(m− n) = l1(m)l1(n)l2(m)l2(−n), m, n ∈ Z. (8.9)

Так как |lj(1)| = 1, то lj(1) = eiθj при некоторых 0 ≤ θj < 2π, j = 1, 2. Из уравнения (8.9) по

индукции легко находим, что

lj(n) = einθj , j = 1, 2, n ∈ Z. (8.10)

Утверждение леммы вытекает из (8.7), (8.8) и (8.10). �
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8.3. Лемма. Пусть κ ∈ R. Функции

a1(s, n) = exp{κ(1− (−1)n)}, a2(s, n) = exp{−κ(1− (−1)n)}

на группе R× Z является характеристическими функциями зарядов

(i) π1 =
1

2
(1 + e2κ)E(0,1) +

1

2
(1− e2κ)E(0,−1),

и

(ii) π2 =
1

2
(1 + e−2κ)E(0,1) +

1

2
(1− e−2κ)E(0,−1),

сосредоточенных на подгруппе Z(2) ⊂ R× T. При этом π1 ∗ π2 = E(0,1).

Доказательство. Непосредственная проверка. Отметим, что если κ ̸= 0, то один из зарядов

πj на самом деле является распределением. �

8.4. Пусть X = R× T. Обозначим через τ : X 7→ X гомоморфизм, определяемый формулой

τ(t, z) = (t, z2), (t, z) ∈ X. (8.11)

Тогда сопряженный гомоморфизм τ̃ : Y 7→ Y имеет вид τ̃(s, n) = (s, 2n), (s, n) ∈ Y. Пусть

µ ∈ M1(X). Из предложения 2.10 вытекает, что характеристическая функция распределения

τ(µ) имеет вид

τ̂(µ)(s, n) = µ̂(s, 2n), s ∈ R, n ∈ Z.

Теперь мы можем доказать основную теорему этого параграфа.

8.5. Теорема. Пусть X = R×T. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значе-

ниями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Если ξ1+ξ2 и ξ1−ξ2 независимы, то справедливо

одно из следующих утверждений:

(i) µj = γ ∗ πj ∗Exj , где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, а πj — заряды, сосредоточенные на подгруппе Z(2)
такие, что π1 ∗ π2 = E(0,1);

(ii) µj = γ ∗ mZ(p) ∗ πj ∗ Exj , где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, p — нечетное число, а πj — заряды,

сосредоточенные на подгруппе Z(2) такие, что π1 ∗ π2 = E(0,1);

(iii) либо τ(µ1) = γ ∗mT ∗Ex1 и µ2 = γ ∗mT ∗Ex2 , либо µ1 = γ ∗mT ∗Ex1 и τ(µ2) = γ ∗mT ∗Ex2 ,

где гомоморфизм τ : X 7→ X определяется формулой (8.11), γ ∈ Γ(R), xj ∈ R.

Доказательство. По лемме 7.1 характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравне-

нию 7.1(i), а значит, и уравнениям (7.3), (7.5) и (7.20). Положим

N1 = {y ∈ Y : µ̂1(y) ̸= 0}, N2 = {y ∈ Y : µ̂2(y) ̸= 0}, N = N1 ∩N2.

Из уравнения 7.1(i) следует, что N — открытая подгруппа в Y = R × Z. Поэтому, как легко

проверить, для N возможны три случая: N = R× Z, N = R× Z(p), где p ̸= 1 и N = R.

1. N = R × Z. Найдем сначала представления для модулей характеристических функций

|µ̂j(y)|, j = 1, 2. Положим f(y) = − log |µ̂1(y)|, g(y) = − log |µ̂2(y)|. Из уравнения (7.20) вытекает,

что функции f(y) и g(y) удовлетворяют уравнению

f(u+ v) + g(u− v) = P (u) + P (v), u, v ∈ Y, (8.12)
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где P (y) = f(y)+ g(y). Применим для решения уравнения (8.12) метод конечных разностей. Рас-

суждая так же, как и при доказательстве леммы 8.2, получим, что функция f(y) удовлетворяет

уравнению

∆2v∆
2
wf(u) = 0, v, w, u ∈ Y. (8.13)

Заметим теперь, что поскольку по теореме 1.9.5 Y (2) = A
(
Y,X(2)

)
, то по лемме 7.13 сужения

характеристических функций µ̂j(y) на подгруппу Y (2) = R× Z(2) имеют вид

µ1(y) = (x1, y) exp{−φ(y)}, µ2(y) = (x2, y) exp{−φ(y)}, y ∈ Y (2),

где xj ∈ X, а φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y (2), удовлетворяющая уравнению

2.16(ii). Учитывая замечание 5.12, отсюда получаем

f(s, n) = g(s, n) = σs2 + 2βsn+ λn2, s ∈ R, n ∈ Z(2). (8.14)

Полагая в уравнении (8.13) w = v, перепишем полученное уравнение в виде

f(u+ 4v)− 2f(u+ 3v) + 2f(u+ v)− f(u) = 0, u, v ∈ Y.

Полагая здесь u = (s, n), v = (0, 1), находим

f(s, n+ 4)− 2f(s, n+ 3) + 2f(s, n+ 1)− f(s, n) = 0, s ∈ R, n ∈ Z. (8.15)

Обозначим fs(n) = f(s, n), s ∈ R и перепишем уравнение (8.15) в виде

fs(n+ 4)− 2fs(n+ 3) + 2fs(n+ 1)− fs(n) = 0, n ∈ Z.

Решая это уравнение так же, как уравнение (8.6), получаем

fs(n) = a1(s) + b1(s)n+ c1(s)n
2 + d1(s)(−1)n, n ∈ Z,

где a1(s), b1(s), c1(s), d1(s) – некоторые функции от s. Из представления (8.3) для функции

fs(n) = f(s, n) на подгруппе R × Z(2), получаем, что a1(s) + d1(s) = σs2, b1(s) = 2βs, c1(s) = λ.

Следовательно,

f(s, n) = σs2 + 2βsn+ λn2 − d1(s)(1− (−1)n), s ∈ R, n ∈ Z. (8.16)

Аналогично находим

g(s, n) = σs2 + 2βsn+ λn2 − d2(s)(1− (−1)n), s ∈ R, n ∈ Z. (8.17)

Применим лемму 7.1. Учитывая (8.16) и (8.17), из теоремы Каца–Бернштейна получаем

µ̂j(s, 0) = exp{−σs2 + itjs}, s ∈ R, σ ≥ 0, tj ∈ R, j = 1, 2. (8.18)

С другой стороны, из (8.16), (8.17) и леммы 8.2 следует, что

µ̂1(0, n) = exp{−λn2 + inθ1 + κ(1− (−1)n)}, n ∈ Z, (8.19)

µ̂2(0, n) = exp{−λn2 + inθ2 − κ(1− (−1)n)}, n ∈ Z, (8.20)
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где λ ≥ 0, 0 ≤ θj < 2π и

d1(0) = −d2(0) = κ. (8.21)

Докажем теперь, что d1(s) = −d2(s) = κ, s ∈ R. Полагая u = (s1, n1), v = (s2, n2) и подставляя

(8.16) и (8.17) в уравнение (7.20), находим

d1(s1 + s2)(1− (−1)n1+n2) + d2(s1 − s2)(1− (−1)n1−n2) =

= d1(s1)(1− (−1)n1) + d1(s2)(1− (−1)n2) + d2(s1)(1− (−1)n1) + d2(−s2)(1− (−1)n2). (8.22)

Подставляя теперь в (8.22) последовательно n1 = n2 = 1, n1 = 0, n2 = 1 и n1 = 1, n2 = 0,

получаем

d1(s1) + d1(s2) + d2(s1) + d2(−s2) = 0, s1, s2 ∈ R. (8.23)

d1(s1 + s2) + d2(s1 − s2) = d1(s2) + d2(−s2), s1, s2 ∈ R. (8.24)

d1(s1 + s2) + d2(s1 − s2) = d1(s1) + d2(s1), s1, s2 ∈ R. (8.25)

Из (8.23)–(8.25) вытекает, что

d1(s1 + s2) + d2(s1 − s2) = 0, s1, s2 ∈ R. (8.26)

Отсюда,

d1(s) = −d2(0) = κ, d2(s) = −d1(0) = −κ, s ∈ R. (8.27)

В результате из (8.16), (8.17), (8.21) и (8.27) получаем

|µ̂1(s, n)| = exp{−σs2 − 2βsn− λn2 + κ(1− (−1)n)}, s ∈ R, n ∈ Z,

|µ̂2(s, n)| = exp{−σs2 − 2βbsn− λn2 − κ(1− (−1)n)}, s ∈ R, n ∈ Z.

Положим

l1(y) = µ̂1(y)/|µ̂1(y)|, l2(y) = µ̂2(y)/|µ̂2(y)|, y ∈ Y,

и докажем, что функции lj(y) – характеры группы Y . Заметим, что

|lj(y)| = 1, lj(−y) = lj(y), y ∈ Y, lj(0) = 1, j = 1, 2.

Так как характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), то функции lj(y)

удовлетворяют уравнению

l1(u+ v)l2(u− v) = l1(u)l1(v)l2(u)l2(−v), u, v ∈ Y. (8.28)

Положим aj(y) = aj(s, n) = exp{itjs + iθjn} и mj(y) = lj(y)/aj(y), j = 1, 2. Проверим, что

m1(y) = m2(y) = 1, y ∈ Y. Поскольку функции aj(y), очевидно, также удовлетворяют уравнению

(8.28), то уравнению (8.28) удовлетворяют и функции mj(y). Имеем,

m1(u+ v)m2(u− v) = m1(u)m1(v)m2(u)m2(−v), u, v ∈ Y. (8.29)

Из (8.18), (8.19) и (8.20) следует, что

mj(s, 0) = mj(0, n) = 1, j = 1, 2, s ∈ R, n ∈ Z. (8.30)
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Подставляя в уравнение (8.29) вначале u = (0, n), v = (s, 0), затем u = (s, 0), v = (0, n), и

учитывая (8.30), получаем

m1(s, n)m2(−s, n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z, (8.31)

m1(s, n)m2(s,−n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z. (8.32)

Перемножая (8.31) и (8.32) и учитывая то, что m2(y)m2(−y) = 1, находим

m2
1(s, n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z. (8.33)

Подставляя в уравнение (8.29) u = v = (s/2, n) и учитывая (8.33), получаем

m1(s, 2n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z. (8.34)

Подставляя в уравнение (8.29) u = (s, n), v = (0, n) и учитывая (8.30) и (8.34), находим

m1(s, n)m2(s, n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z. (8.35)

Подставляя в уравнение (8.29) u = (s/2, n), v = (s/2, 0) и учитывая (8.30) и (8.35), получаем

m1(s, n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z. (8.36)

Из (8.35) и (8.36) следует, что

m2(s, n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z.

Возвращаясь теперь к характеристическим функциям µ̂j(s, n), мы приходим к следующему пред-

ставлению

µ̂1(s, n) = exp{−σs2 − 2βsn− λn2 + κ(1− (−1)n)}+ it1s+ inθ1}, s ∈ R, n ∈ Z, (8.37)

µ̂2(s, n) = exp{−σs2 − 2βbsn− λn2 − κ(1− (−1)n) + it2s+ inθ2}, s ∈ R, n ∈ Z. (8.38)

По лемме 8.3 функция a1(s, n) = exp{κ(1 − (−1)n)}, s ∈ R, n ∈ Z, является характеристиче-

ской функцией заряда π1, определяемого формулой 8.3(i). Функция b(s, n) = exp{−σs2 − 2βsn−
λn2}, s ∈ R, n ∈ Z, очевидно, является характеристической функцией некоторого гауссовского

распределения γ ∈ Γ(X). Из (8.37) вытекает, что

µ̂1(s, n) = γ̂(s, n)π1(s, n) exp{it1s+ inθ1}, s ∈ R, n ∈ Z. (8.39)

Учитывая 2.7(b) и 2.7(c), из (8.39) находим µ1 = γ ∗ π1 ∗ Ex1 , где x1 = (t1, e
iθ1) ∈ X. Аналогично

получаем представление для распределения µ2.

Итак, мы доказали, что в случае, когда N = R× Z, справедливо утверждение (i) теоремы.

2. N = R × Z(p), где p ̸= 1. Заметим, что из (7.3) вытекает, что подгруппа N обладает

свойством: если 2y ∈ N , то и y ∈ N . Поэтому, p — нечетное число.

Проверим, что N1 = N2 = N . Учитывая, что в силу 2.7(d) |µ̂1(−y)| = |µ̂1(y)|, и заменяя в

(7.20) v на −v, находим

|µ̂1(u− v)||µ̂2(u+ v)| = |µ̂1(u)||µ̂1(v)|µ̂2(u)|µ̂2(v)|, u, v ∈ Y. (8.40)
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Заметим теперь, что из уравнений (7.20) и (8.40) следует равенство

|µ̂1(a+ b,m+ n)||µ̂2(a− b,m− n)| =

= |µ̂1(a− b,m− n||µ̂2(a+ b,m+ n)| a, b ∈ R, m, n ∈ Z,

а значит

|µ̂1(a, k)||µ̂2(b, l)| = |µ̂1(b, l)||µ̂2(a, k)|, (8.41)

где a, b – произвольные вещественные числа, а целые числа k и l имеют одинаковую четность.

Предположим, что существует такой элемент (a, k) ∈ N1, что (a, k) /∈ N2. Пусть (b, l) ∈ N , где

l — число такой же четности, как k. Тогда из (8.41) следует, что µ̂2(b, l) = 0, что противоречит

предположению. Следовательно, N1 ⊂ N2. Аналогичное рассуждение показывает, что N2 ⊂ N1,

а значит N1 = N2 = N .

Рассмотрим ограничение уравнения 7.1(i) на подгруппу N . Так как N = R×Z(p) ∼= R×Z, то

представление сужений решений уравнения 7.1(i) на N получается из (8.37) и (8.38). Имеем, в

результате

µ̂1(s, n) =

exp{−σs2 − 2βsn− λn2 + κ(1− (−1)n) + it1s+ inθ1}, если n ∈ Z(p),

0, если n ̸∈ Z(p),

µ̂2(s, n) =

exp{−σs2 − 2βsn− λn2 − κ(1− (−1)n) + it1s+ inθ1}, если n ∈ Z(p),

0, если n ̸∈ Z(p).

Рассмотрим в X подгруппу Z(p) и заметим, что A(Y,Z(p)) = R × Z(p). Отсюда, в силу 2.14(i)

получаем, что характеристическая функция распределения Хаара mZ(p) имеет вид

m̂Z(p)(s, n) =

1, если n ∈ Z(p),

0, если n ̸∈ Z(p).

Рассуждая далее так же, как в заключительной части доказательства теоремы в случае 1, полу-

чаем, что в случае, когда N = R× Z(p), где p ̸= 1, справедливо утверждение (ii) теоремы.

3. N = R. Из уравнения (7.5) вытекает, что |µ̂1(s, 2n)| = |µ̂2(s, 2n)| при всех s ∈ R, n ∈ Z.

Поскольку N = R, то |µ̂1(s, 2n)| = |µ̂2(s, 2n)| = 0 при всех s ∈ R, n ∈ Z, n ̸= 0. Предположим,

что существует a ∈ R и такое нечетное число k ∈ Z, что µ̂1(a, k) ̸= 0. Тогда µ̂2(a, k) = 0 и из

(8.41) следует, что µ̂2(b, l) = 0 для любого b ∈ R и любого нечетного числа l. Учитывая (8.18), из

сказанного следует, что

µ̂1(s, 2n) =

exp{−σs2 + it1s}, если n = 0,

0, если n ̸= 0,

µ̂2(s, n) =

exp{−σs2 + it2s}, если n = 0,

0, если n ̸= 0,

Поскольку A(Y,T) = R, то в силу 2.14(i) характеристическая функция распределения Хаара mT

имеет вид

m̂T(s, n) =

1, если n = 0,

0, если n ̸= 0,
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Функция λ(s, n) = exp{−σs2}, s ∈ R, n ∈ Z, является характеристической функцией некоторого

гауссовского распределения γ, сосредоточенного на R. Следовательно,

µ̂1(s, 2n) = γ̂(s, n)m̂T(s, n) exp{it1s}, s ∈ R, n ∈ Z, (8.42)

µ̂2(s, n) = γ̂(s, n)m̂T(s, n) exp{it2s}, s ∈ R, n ∈ Z. (8.43)

Учитывая 2.7(b), 2.7(c) и 8.4, из (8.42) и (8.43) вытекает, что τ(µ1) = γ ∗ mT ∗ E(t1,1), а µ2 =

γ ∗mT∗E(t2,1), где τ определяется формулой (8.11). Аналогично, в случае, когда существует такое

нечетное число n0 ∈ Z, что µ̂2(s, n0) ̸= 0, получаем, что µ1 = γ∗mT∗E(t1,1), а τ(µ2) = γ∗mT∗E(t2,1).

Тем самым доказано, что в случае, когда N = R, справедливо утверждение (iii) теоремы. �

8.6. Следствие. Пусть X = T. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значе-

ниями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Если ξ1+ξ2 и ξ1−ξ2 независимы, то справедливо

одно из следующих утверждений:

(i) µj = γ ∗ πj ∗Exj , где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, а πj — заряды, сосредоточенные на подгруппе Z(2)
такие, что π1 ∗ π2 = E1;

(ii) µj = γ ∗ mZ(n) ∗ πj ∗ Exj , где γ ∈ Γ(X), n — нечетное число, xj ∈ X, а πj — заряды,

сосредоточенные на подгруппе Z(2) такие, что π1 ∗ π2 = E1;

(iii) либо случайные величины 2ξ1 и ξ2 одинаково распределены с распределением mX , либо

случайные величины ξ1 и 2ξ2 одинаково распределены с распределением mX .

Если мы дополнительно предположим, что характеристические функции распределений µj

не обращаются в нуль, то возможен лишь случай (i).

8.7. Пусть a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) — произвольная фиксированная последовательность целых

чисел, больших 1, Σa – a-адический соленоид (см. 1.2(g)). Предположим, что независимые слу-

чайные величины ξ1 и ξ2 принимают значения в группе X = Σa и имеют распределения µ1 и µ2.

Если X(2) = {0}, то по теореме 7.10 из независимости ξ1+ ξ2 и ξ1− ξ2 вытекает, µj = γ ∗mK ∗Exj ,

где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, а K — компактная подгруппа Корвина группы X. Предположим, что

X(2) ̸= {0}. Справедлива следующая теорема.

8.8. Теорема. Пусть X = Σa – a-адический соленоид такой, что X(2) ̸= {0}. Пусть ξ1 и

ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2.

Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то справедливо одно из следующих утверждений:

(i) µj = γ ∗mK ∗ Exj , где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, а K — компактная подгруппа Корвина группы

X;

(ii) µj = γ ∗mK ∗πj ∗Exj , где γ ∈ Γ(X), xj ∈ X, K — компактная подгруппа Корвина группы

X, а πj — заряды, сосредоточенные на X(2) такие, что π1 ∗ π2 = E0;

(iii) либо случайные величины 2ξ1 и ξ2 одинаково распределены с распределением mX , либо

случайные величины ξ1 и 2ξ2 одинаково распределены с распределением mX .

Доказательство. Заметим, что группа характеров Y = Σ∗
a изоморфна подгруппе в Q вида

Ha, где

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ;m ∈ Z

}
.
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Чтобы не вводить дополнительных обозначений, будем считать, что Y = Ha. В силу теоремы

1.9.5 X(2) = A(X,Y (2)). Поэтому условие: X(2) ̸= {0} выполнено тогда и только тогда, когда

Y ̸= Y (2). В этом случае, как легко видеть, группа Y может содержать только элементы вида

p/2kq, где p ∈ Z, q — нечетное число, а k не превосходит некоторого положительного целого

числа. Заменяя, если это необходимо, группу Y ей изоморфной, можно считать с самого начала,

что каждый элемент группы Y имеет вид p/q, где p ∈ Z, а q — нечетное число. Очевидно также,

что можно считать, что наибольший общий делитель всех числителей p элементов p/q группы Y

равен 1. Отсюда легко следует, что группа Y обладает свойством: если p/q ∈ Y , то и 1/q ∈ Y .

По лемме 7.1 характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), а следова-

тельно, и уравнениям (7.3), (7.5) и (7.20). Так же, как и при доказательстве теоремы 8.5, введем

в рассмотрение множества

N1 = {y ∈ Y : µ̂1(y) ̸= 0}, N2 = {y ∈ Y : µ̂2(y) ̸= 0}

и подгруппу N = N1 ∩N2. Тогда для N возможны два случая: N ̸= {0} и N = {0}.
1. N ̸= {0}. Заметим, что из (7.3) вытекает, что подгруппаN обладает свойством: если 2y ∈ N ,

то и y ∈ N . Отсюда следует, что подгруппа N содержит элементы вида p/q, где p — нечетное

число. Заметим также, что из уравнения (7.20) вытекает уравнение (8.40). Проверим, что N1 =

N2 = N . Для этого заметим, что из уравнений (7.20) и (8.40) вытекает, что

|µ̂1(u+ v)||µ̂2(u− v)| = |µ̂1(u− v)||µ̂2(u+ v)|, u, v ∈ Y.

Значит, для любых таких элементов p/q, p′/q′ ∈ Y где числа p и p′ имеют одинаковую четность,

выполнено

|µ̂1 (p/q)|
∣∣µ̂2 (p′/q′)∣∣ = ∣∣µ̂1 (p′/q′)∣∣ |µ̂2 (p/q)| . (8.44)

Предположим, что существует такой элемент p0/q0 ∈ N1, что p0/q0 /∈ N2. Пусть p′/q′ ∈ N , где p′

— число такой же четности, как p0. Тогда из (8.44) следует, что µ̂2(p′/q′) = 0, что противоречит

предположению. Следовательно, N1 ⊂ N2. Аналогичное рассуждение показывает, что N2 ⊂ N1,

а значит N1 = N2 = N . Поскольку N – подгруппа в Y , а Y – подгруппа в Q, то N – также

подгруппа в Q. Возможны 2 случая: N ̸∼= Z и N ∼= Z.

1.A. Пусть N ̸∼= Z. Тогда из теоремы двойственности Понтрягина и 1.10(e) следует, что группа

характеров N∗ топологически изоморфна некоторой группе Σb. Обозначим через gj(y) ограни-

чение характеристической функции µ̂j(y) на подгруппу N . По теореме Бохнера функции gj(y)

являются характеристическими функциями некоторых распределений λj ∈ M1(Σb). Характери-

стические функции gj(y) также удовлетворяют уравнению 7.1(i) и gj(y) ̸= 0 при y ∈ Y . Поскольку

группа Σb не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то из лемм 7.1 и 7.9 следует,

что λj ∈ Γ(Σb), а характеристические функции gj(y) имеют вид

g1(y) = l1(y) exp{−φ(y)}, g2(y) = l2(y) exp{−φ(y)}, y ∈ N,

где lj(y) – характеры группы N , а φ(y) – неотрицательная функция на N , удовлетворяющая

уравнению 2.16(ii).

Легко видеть, что функция φ(y) имеет вид φ(y) = σy2, y ∈ N . По теореме 1.9.2 характеры

lj(y) представимы в виде lj(y) = (xj , y), xj ∈ Σa, y ∈ N . Имеем поэтому

g1(y) = (x1, y) exp{−σy2}, g2(y) = (x2, y) exp{−σy2}, y ∈ N.
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Отсюда следует, что характеристические функции µ̂j(y) представимы в виде

µ̂1(y) =

(x1, y) exp{−σy2}, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N,
µ̂2(y) =

(x2, y) exp{−σy2}, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(8.45)

Обозначим K = A(X,N). Так как подгруппа N обладает свойством: если 2y ∈ N , то y ∈ N ,

то по предложению 7.4 K – группа Корвина. По теореме 1.9.1 N = A(Y,K). Поэтому по 2.14(i)

характеристическая функция m̂K(y) имеет вид

m̂K(y) =

1, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(8.46)

Функция exp{−σy2}, y ∈ Y, является характеристической функцией некоторого гауссовского

распределения γ ∈ Γ(X). Из (8.45) и (8.46) вытекает, что µ̂j(y) = γ̂(y)m̂K(y)(xj , y). Учитывая

2.7(b) и 2.7(c), отсюда следует, что µj = γ ∗ mK ∗ Exj , j = 1, 2. Итак, мы доказали, что если

подгруппа N не изоморфна Z, то имеет место утверждение (i) теоремы.

1.B. Пусть N ∼= Z и r0 – образующая группы N . Тогда N = {nr0 : n ∈ Z}, где r0 = p0/q0 ∈ Y .

Подгруппа N обладает свойством: если 2y ∈ N , то y ∈ N . Поэтому p0 — нечетное число. Кроме

того, q0 — нечетное число. Из леммы 8.2 следует, что сужения характеристических функций µ̂j(y)

на подгруппу N имеют вид

µ̂1(y) = exp{−λn2 + inθ1 + κ(1− (−1)n)}, µ̂2(y) = exp{−λn2 + inθ2 − κ(1− (−1)n)}, (8.47)

где y = nr0, n ∈ Z, λ ≥ 0, 0 ≤ θj < 2π, κ ∈ R. Так как r0 = p0/q0, где p0, q0 — нечетные числа,

то (−1)n = (−1)nr0 = (−1)y и (8.47) можно переписать в виде

µ̂1(y) = exp{−λ′y2 + iyθ′1 + κ(1− (−1)y)}, µ̂2(y) = exp{−λ′y2 + iyθ′2 − κ(1− (−1)y)},

где λ′ = λ/r20, θ
′
j = θj/r0. Отсюда вытекает представление

µ̂1(y) =

exp{−λ′y2 + iyθ′1 + κ(1− (−1)y)}, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(8.48)

µ̂2(y) =

exp{−λ′y2 + iyθ′2 − κ(1− (−1)y)}, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(8.49)

где λ′ ≥ 0, κ ∈ R, 0 ≤ θ′j < 2π/r0. По теореме 1.9.5 A(Y,X(2)) = Y (2). Тогда из теоремы

1.9.2 вытекает, что (X(2))
∗ ∼= Y/A(Y,X(2)) = Y/Y (2) ∼= Z(2). Значит, X(2) = {0, x0}, где x0 —

элемент порядка 2 в группе X. Напомним, что каждый элемент группы Y имеет вид y = p/q,

где p ∈ Z, а q – нечетное число. Поэтому функция a1(y) = exp{κ(1 − (−1)y}, y ∈ Y , является

характеристической функцией заряда

π1 =
1

2
(1 + e2κ)E0 +

1

2
(1− e2κ)Ex0 .

Функция l1(y) = exp{iyθ′1} является характером подгруппы N . По теореме 1.9.2 функция l1(y)

представима в виде l1(y) = (x1, y), x1 ∈ X. Функция b(y) = exp{−λy2}, y ∈ Y, является характе-

ристической функцией некоторого гауссовского распределения γ ∈ Γ(X). Из (8.48) вытекает, что
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µ̂1(y) = γ̂(y)m̂K(y)π̂1(y)(x1, y). Следовательно, по 2.7(b) и 2.7(c) µ1 = γ∗mK ∗π1∗Ex1 . Аналогично

из (8.49) получаем представление для распределения µ2. При этом

π2 =
1

2
(1 + e−2κ)E0 +

1

2
(1− e−2κ)Ex0 .

Легко видеть, что π1 ∗ π2 = E0. Таким образом, мы доказали, что если подгруппа N изоморфная

Z, то имеет место утверждение (ii) теоремы.

2. N = {0}. Так как N = {0}, то из (7.5) следует, что µ̂1(2p/q) = µ̂2(2p/q) = 0 для любого

p/q ∈ Y, p ̸= 0. Предположим, что существует элемент p0/q0, где p0 — такое нечетное число, что

µ̂1(p0/q0) ̸= 0. Тогда µ̂2(p0/q0) = 0 и из (8.44) следует, что µ̂2(p′/q′) = 0 для любого p′/q′ ∈ Y , где

p′ – нечетное число. Итак, мы получили, что

µ̂1(2p/q) =

1, если p = 0,

0, если p ̸= 0,
µ̂2(p/q) =

1, если p = 0,

0, если p ̸= 0

при любом p/q ∈ Y . Учитывая (2.2) и 2.7(b), из этих представлений характеристических функций

µ̂j(y) следует, что случайные величины 2ξ1 и ξ2 одинаково распределены с распределением mX .

Аналогично рассуждаем в случае, когда существует такой элемент p0/q0 ∈ Y , где p0 — такое

нечетное число, что µ̂2(p0/q0) ̸= 0. Тогда получаем, что случайные величины ξ1 и 2ξ2 одина-

ково распределены с распределением mX . Таким образом, мы доказали, что если N = {0}, то

справедливо утверждение (iii) теоремы. Теорема полностью доказана. �

8.9. Замечание. Отметим, что если ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями

в группе X = R × T, имеющие такие распределения µj , как в утверждениях (i) − (iii) теоремы

8.5, то характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 7.1(i), а следовательно, по

лемме 7.1 ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы.

Аналогичное утверждение справедливо и для случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями в

группе X = Σa и имеющих такие распределения µj , как в утверждениях (i)− (iii) теоремы 8.8.

§9. Гауссовские распределения в смысле Бернштейна

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

Y – ее группа характеров. В этом параграфе мы изучаем распределения независимых одина-

ково распределенных случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями в группе X, которые имеют

независимые сумму и разность. Такие распределения называются гауссовскими распределения-

ми в смысле Бернштейна. Мы описываем группы X, которые обладают свойством, что на них

любое гауссовское распределение в смысле Бернштейна инвариантно относительно некоторой

компактной подгруппы K группы X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцирует

на фактор-группе X/K гауссовское распределение.

9.1. Определение. Распределение µ на группе X называется гауссовским распределением в

смысле Бернштейна, если из того, что ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случай-

ные величины со значениями в группе X, имеющие распределение µ, следует, что их сумма и

разность независимы.
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Множество гауссовских распределений в смысле Бернштейна на группе X обозначим через

ΓB(X).

9.2. Лемма. Распределение µ ∈ M1(X) принадлежит классу ΓB(X) тогда и только тогда,

когда характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению

(i) µ̂(u+ v)µ̂(u− v) = µ̂2(u)|µ̂(v)|2, u, v ∈ Y.

Доказательство. Утверждение леммы вытекает из 2.7(d) и леммы 7.1, если в лемме 7.1

положить µ1 = µ2 = µ. �

9.3. Из уравнения 9.2(i) следует включение Γ(X) ⊂ ΓB(X). Очевидно, что класс IB(X),

определенный в 7.1, состоит из идемпотентных распределений, принадлежащих классу ΓB(X),

т.е. IB(X) = ΓB(X) ∩ I(X). Как доказано в предложении 7.4, mK ∈ IB(X) тогда и только тогда,

когда K – компактная группа Корвина. Из уравнения 9.2(i) вытекает, что множество ΓB(X)

является подполугруппой в M1(X). Поэтому имеет место включение

Γ(X) ∗ IB(X) ⊂ ΓB(X). (9.1)

Основная задача, решаемая в этом параграфе, состоит в полном описании групп X, для которых

имеет место равенство

Γ(X) ∗ IB(X) = ΓB(X). (9.2)

Очевидно, что если µ ∈ Γ(X) ∗ IB(X), то µ инвариантно относительно некоторой компактной

подгруппы Корвина K группы X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцирует на

фактор-группе X/K гауссовское распределение. Для решения указанной задачи нам понадобится

ряд лемм.

9.4. Лемма. Пусть распределение µ ∈ ΓB(X) и характеристическая функция µ̂(y) не обра-

щается в нуль. Тогда функция µ̂(y) представима в виде

(i) µ̂(y) = l(y) exp{−φ(y)}, y ∈ Y,

где l(y) – непрерывная функция, удовлетворяющая уравнению

(ii) l(u+ v)l(u− v) = l2(u), u, v ∈ Y,

и условиям

(iii) l(−y) = l(y), |l(y)| = 1, y ∈ Y, l(0) = 1.

Кроме того, φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению

2.16(ii).

Доказательство. По лемме 9.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению

9.2(i). Из уравнения 9.2(i) следует, что

|µ̂(u+ v)||µ̂(u− v)| = |µ̂(u)|2|µ̂(v)|2, u, v ∈ Y.
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Логарифмируя это равенство и полагая φ(y) = − log |µ̂(y)|, мы получаем, что φ(y) – непрерывная

неотрицательная функция на Y , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii) и |µ̂(y)| = exp{−φ(y)}.
Положим l(y) = µ̂(y)/|µ̂(y)|. Очевидно, что функция l(y) непрерывна и удовлетворяет условиям

(iii). Функция l(y) также удовлетворяет уравнению 9.2(i), которое переходит в уравнение (ii),

если мы учтем (iii). �

9.5. Лемма. Следующие свойства группы X эквивалентны:

(i) для любой компактной подгруппы Корвина K группы X фактор-группа X/K не содержит

подгруппы, топологически изоморфной двумерному тору T2;

(ii) связная компонента нуля cX группы X содержит не более одного элемента порядка 2,

т.е. |(cX)(2)| ≤ 2. Другими словами, либо (cX)(2) = {0}, либо (cX)(2) ∼= Z(2).
Доказательство. (i) ⇒ (ii). Мы проверим, что если K – компактная подгруппа Корвина

группы X, то

|K(2)| ≤ 2. (9.3)

Утверждение (ii) сразу следует из (9.3). Действительно, по теореме 1.11.2 cX ∼= Rm ×B, где B –

связная компактная группа. По теореме 1.9.6 B – группа Корвина. Из (9.3) следует, что |B(2)| ≤ 2,

значит |(cX)(2)| ≤ 2, т.е. (ii) выполнено.

Обозначим L = K∗. По теореме 1.6.1 группа L дискретна. Из теоремы 1.9.5 вытекает, что

A(L,K(2)) = L(2), а значит, из теоремы 1.9.5 следует, что

(K(2))
∗ ∼= L/A(L,K(2)) = L/L(2). (9.4)

Если мы докажем, что

|L/L(2)| ≤ 2, (9.5)

то отсюда, в частности, будет следовать, что группа (K(2))
∗ конечна. Следовательно, конечна и

группа K(2) и выполнено |K(2)| = |(K(2))
∗|. Тем самым требуемое утверждение будет доказано.

Неравенство (9.5) будет доказано, если мы проверим, что для любых y1, y2 ∈ L таких, что

y1, y2 /∈ L(2), выполнено включение y1 − y2 ∈ L(2). Допустим противное. В таком случае суще-

ствуют элементы y1, y2 ∈ L такие, что y1, y2, y1 − y2 /∈ L(2). Обозначим через M подгруппу в

L порожденную элементами y1 и y2. Поскольку K(2) = K, то по теореме 1.9.5 L(2) = 0. Сле-

довательно, все ненулевые элементы конечного порядка в L имеют нечетный порядок. Отсюда

следует, что если y ∈ L, y /∈ L(2), то y – элемент бесконечного порядка. Так как группа M конечно

порождена, то по теореме 1.20.4 M =M1×M2, где подгруппа Mj изоморфна либо Z, либо Z(nj).
Поэтому "a priori" имеются такие возможности: M ∼= Z, M ∼= Z × Z(n), M ∼= Z2. Рассмотрим

отдельно каждый из этих случаев.

1. M ∼= Z. Мы имеем y1 = n1e, y2 = n2e, где e – элемент бесконечного порядка в L, а n1, n2
целые числа. Поскольку y1, y2 /∈ L(2), то n1 и n2 нечетные числа. Поэтому y1 − y2 = (n1 − n2)e ∈
L(2), вопреки предположению. Таким образом, случай 1 невозможен.

2.M ∼= Z×Z(n).Мы имеем y1 = n1e+l1a y2 = n2e+l2a, где e – элемент бесконечного порядка, a

– элемент конечного порядка n в L, а nj , lj целые числа. Как было отмечено выше, все ненулевые

элементы конечного порядка в L имеют нечетный порядок. Поэтому a = 2b, b ∈ L. Поскольку
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y1, y2, /∈ L(2), то n1, n2 – нечетные числа. Следовательно, y1 − y2 = (n1 − n2)e+2(l1 − l2)b ∈ L(2),

вопреки предположению. Таким образом, случай 2 также невозможен.

3. M ∼= Z2. Пусть y ∈ L такой элемент, что 2y ∈M. Тогда

2y = k1y1 + k2y2, (9.6)

где k1, k2 – целые числа. Предположим, что для любого y ∈ L такого, что 2y ∈ M числа k1, k2
в (9.6) четные. Беря во внимание, что L(2) = {0}, из (9.6) следует, что y ∈M. В таком случае из

теоремы 1.9.1 и леммы 7.2 следует, что аннулятор A(K,M), – компактная подгруппа Корвина.

По теоремам 1.9.1 и 1.9.2 K/A(K,M) ∼=M∗. Поскольку M∗ ∼= T 2, то мы получаем противоречие

с (i), поскольку K/A(K,M) – подгруппа X/A(K,M). Следовательно, существует такой элемент

y ∈ L, что 2y ∈M, и по крайней мере одно из чисел kj в (9.6) нечетно.

Предположим, что k1 = 2m1 + 1, k2 = 2m2, где mj – целые числа. Тогда мы имеем y1 =

2y − 2m1y1 − 2m2y2 ∈ L(2) вопреки предположению. Рассуждая аналогично, убеждаемся, что

случай k1 = 2m1, k2 = 2m2 + 1 также невозможен. Пусть k1 = 2m1 + 1, k2 = 2m2 − 1. Тогда

y1 − y2 = 2y − 2m1y1 − 2m2y2 ∈ L(2) вопреки предположению. Таким образом, случай 3 также

невозможен. Мы доказали, что выполнено неравенство (9.5), а следовательно, и (ii).

(ii)⇒ (i). Мы докажем вначале, что если K – компактная подгруппа Корвина в X, и L = K∗,

то выполнено (9.5). По теоремам 1.9.2 и 1.9.3

(cK)∗ ∼= L/bL. (9.7)

Из (ii) следует, что |(cK)(2)| ≤ 2. Поэтому

|((cK)(2))
∗| ≤ 2. (9.8)

По теореме 1.9.5 A
(
(cK)∗, (cK)(2)

)
= (cK)∗(2). Из (9.7) по теореме 1.9.2 находим

((cK)(2))
∗ ∼= (cK)∗/A

(
(cK)∗, (cK)(2)

) ∼= (L/bL)/(L/bL)
(2). (9.9)

Рассмотрим фактор-группу L/bL. Из (9.8) и (9.9) следует, что если [y1], [y2] ∈ L/bL, [y1], [y2] /∈
(L/bL)

(2), то

[y1]− [y2] ∈ (L/bL)
(2). (9.10)

Заметим, что если y ∈ L и [y] ∈ (L/bL)
(2), то y ∈ L(2). Действительно, пусть [y] = 2[y′], [y′] ∈ L/bL.

Отсюда следует, что y − 2y′ = h, h ∈ bL. Поскольку K(2) = K, то по теореме 1.9.5 L(2) = {0}, а

значит все ненулевые элементы подгруппы bL имеют нечетный порядок. Поэтому h = 2h′, h′ ∈ bL
и y = 2y′ + 2h′ ∈ L(2). Предположим, что y1, y2 ∈ L, y1, y2 /∈ L(2). Тогда [y1], [y2] ∈ L/bL и

[y1], [y2] /∈ (L/bL)
(2). Следовательно, выполнено (9.10), а значит, y1 − y2 ∈ L(2). Таким образом,

мы доказали (9.5).

Проверим теперь, что если G – компактная подгруппа Корвина в X и F – компактная под-

группа Корвина в фактор-группе X/G, то |F(2)| ≤ 2. Поскольку двумерный тор T2 – компактная

группа Корвина и |(T2)(2)| = 4, то тем самым, (i) будет доказано. Пусть p : X 7→ X/G – естествен-

ный гомоморфизм. Положим K = p−1(F ). Очевидно, мы имеем F ∼= K/G. Поскольку группы

G и F компактны, то группа K также компактна. Очевидно, что K – группа Корвина. Как
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было показано выше, выполнено (9.5). Поскольку G – группа Корвина, то легко видеть, что

A(L,G) ∩ L(2) ⊂ (A(L,G))(2). Пусть y1, y2 ∈ A(L,G), y1, y2 /∈ (A(L,G))(2). Тогда y1, y2 /∈ L(2) и,

как следует из (9.5), y1 − y2 ∈ L(2). Следовательно, y1 − y2 ∈ (A(L,G))(2). Поскольку по теореме

1.9.2 F ∗ ∼= A(L,G), то тем самым, мы доказали, что |F ∗/(F ∗)(2)| ≤ 2. Принимая во внимание,

что по теоремам 1.9.2 и 1.9.5 (F(2))
∗ ∼= F ∗/(F ∗)(2), мы получаем, что |(F(2))

∗| ≤ 2. Следовательно,

группа (F(2))
∗ конечна. Значит, конечна и группа F(2) и выполнено |F(2)| = |(F(2))

∗|. �

9.6. Лемма. Пусть X = T2. Тогда существует такое распределение µ0 ∈ ΓB(X), характе-

ристическая функция которого не обращается в нуль, и µ0 /∈ Γ(X).

Доказательство. Используя лемму 9.2, легко проверить, что распределение µ0 на группе

X = T2, построенное в замечании 5.14, обладает нужным свойством. �

9.7. Лемма. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной двумер-

ному тору T2, распределение µ ∈ ΓB(X) и характеристическая функция µ̂(y) не обращается в

нуль. Тогда µ ∈ Γ(X).

Доказательство. По лемме 9.4 характеристическая функция µ̂(y) представима в виде 9.4(i).

Положим ν = µ∗ µ̄. Тогда из 2.7(c) и 2.7(d) следует, что ν̂(y) = exp{−2φ(y)}, а значит, ν ∈ Γs(X).

Из предложения 3.6 следует, что σ(ν) = X̃, где X̃ – некоторая связная подгруппа группы X.

Поскольку µ – делитель ν, то по предложению 2.2 распределение µ можно так заменить его

сдвигом µ′, что σ(µ′) ⊂ X̃. Из леммы 9.2 вытекает, что µ′ ∈ ΓB(X). Сказанное позволяет с самого

начала предполагать, что группа X связна. Возможны 2 случая: либо группа X не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T, либо X содержит такую подгруппу.

1. Группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. Поскольку µ – делитель

ν, то по теореме 4.6 из того, что ν ∈ Γ(X) вытекает, что и µ ∈ Γ(X). Следовательно, в этом

случае лемма доказана.

2. Группа X содержит подгруппу F , топологически изоморфную T. По теореме 1.17.1 под-

группа F является топологическим прямым сомножителем в X, т.е. X = F ×G, где G – связная

группа. Так как по условию группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной дву-

мерному тору T2, то группа G не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. По теореме

1.11.2 G ∼= Rm ×K, где m ≥ 0, а K — связная компактная группа. Дальнейшее рассуждение мы

проведем, предполагая, что m = 0. Общий случай рассматривается совершенно аналогично. Мы

будем предполагать также, для определенности, что dim K = ℵ0. В случае, когда dim K < ∞,

рассуждения только упрощаются. По теореме 1.7.1 имеем Y = L ×D, где L ∼= Z, а D ∼= K∗. По

теоремам 1.6.1 и 1.6.2 D – дискретная группа без кручения. По теореме 1.6.3, r(D) = ℵ0.
По лемме 9.4 для характеристической функции µ̂(y) имеет место представление 9.4(i). Лемма

будет доказана, если мы проверим, что функция l(y) в 9.4(i) – характер группы Y , т.е. для любых

u, v ∈ Y выполнено

l(u+ v) = l(u)l(v). (9.11)

Обозначим через y = (n, d), n ∈ Z, d ∈ D, элементы группы Y . Полагая в уравнении 9.4(ii)

u = v = y и учитывая, что l(0) = 1, получаем

l(2y) = l2(y), y ∈ Y. (9.12)
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Из (9.12) и 9.4(ii) по индукции находим l(ny) = ln(y) для всех y ∈ Y, n ∈ Z. Следовательно, функ-

ция l(n, 0), n ∈ Z, удовлетворяет уравнению (9.11). По лемме 9.2 характеристическая функция

µ̂(y) удовлетворяет уравнению 9.2(i). Рассмотрим ограничение этого уравнения на подгруппу D.

По теореме Бохнера функция µ̂(0, d), d ∈ D, является характеристической функцией некоторого

распределения λ ∈ M1(K). Поскольку функция µ̂(0, d) также удовлетворяет уравнению 9.2(i), то

по лемме 9.2 λ ∈ ΓB(K). Так как группа K не содержит подгруппы, топологически изоморф-

ной T, то, как доказано при рассмотрении случая 1, λ ∈ Γ(K). Отсюда следует, что функция

l(0, d), d ∈ D, удовлетворяет уравнению (9.11).

Рассмотрим на группе Y функцию

a(n, d) = l(n, 0)l(0, d)), (n, d) ∈ Y.

В силу сказанного выше, функция a(n, d) удовлетворяет уравнению (9.11). Положим

b(n, d) = l(n, d)/a(n, d), (n, d) ∈ Y.

Очевидно, что функция b(n, d) также удовлетворяет уравнению 9.4(ii). Проверим, что b(n, d) = 1

при всех (n, d) ∈ Y . Тем самым, лемма будет доказана.

Очевидно, что b(n, 0) = b(0, d) = 1 при всех (n, d) ∈ Y . Полагая в уравнении 9.4(ii) u =

(n, 0), v = (n, d), получаем

b(2n, d)b(0,−d) = b2(n, 0).

Отсюда следует, что b(2n, d) = 1 при всех (n, d) ∈ Y . В частности, b(2n, 2d) = 1 при всех (n, d) ∈ Y .

Так как функция b(n, d) удовлетворяет уравнению 9.4(ii), то b(n, d) удовлетворяет уравнению

(9.12), т.е. b(2n, 2d) = b2(n, d). Поэтому для любого элемента (n, d) ∈ Y выполнено b(n, d) = ±1.
Докажем, что b(n, d) = 1 при всех (n, d) ∈ Y .

Предположим, что существует такой элемент (n0, d0) ∈ Y , что b(n0, d0) = −1. Выберем

в D максимальную независимую систему элементов d1, . . . , dl, . . . и рассмотрим гомоморфизм

π : D 7→ Rℵ0∗, определенный формулой (3.17). Поскольку группа K не содержит подгруппы, то-

пологически изоморфной T, то по лемме 5.10 существует такая подгруппа B в D конечного ранга

m, что d0 ∈ B и π(B) ∼= Rm. Пусть τ : π(B) 7→ Rm – топологический изоморфизм. Положим

θ = τπ. Тогда θ(B) = Rm.

Обозначим через ||t|| норму вектора t ∈ Rm. Пусть задано произвольное ε > 0. Рассмотрим

точку s0 = (θd0)/2 ∈ Rm и выберем элемент d̃ ∈ B так, чтобы

||s0 − θd̃|| < ε/2.

Положим в уравнении 9.4(ii) u = (n0, d0− d̃), v = (0, d̃). Учитывая, что b2(n, d) = 1 при (n, d) ∈ B,

получим

b(n0, d0)b(n0, d0 − 2d̃) = 1.

Отсюда следует, что b(n0, d0 − 2d̃) = −1, причем

||θ(d0 − 2d̃)|| = ||θd0 − 2θd̃|| = 2||s0 − θd̃|| < ε.

Положим d′ = d0 − 2d̃. Мы доказали, таким образом, что для любого ε > 0 можно указать такой

элемент (n0, d
′) ∈ L×B, что b(n0, d′) = −1 и ||θd′|| < ε.
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Так как функция a(n, d) – характер группы Y , то функция b(n, d) exp{−φ(n, d)} =

µ̂(y)/a(n, d), (n, d) ∈ Y, является положительно определенной. Обозначим через g(n, d) ее огра-

ничение на подгруппу L×B. Функция g(n, d) также является положительно определенной. Как

следует из доказательства предложения 3.8, функция φ(n, d) на подгруппе L×B представима в

виде

φ(n, d) = an2 + 2n⟨t, θd⟩+ ⟨Aθd, θd⟩, (9.13)

где a ≥ 0, t ∈ Rm, а A = (αi,j)
m
i,j=1 – симметричная неотрицательно определенная матрица. По

теореме Бохнера функция g(n, d) – характеристическая. Применим неравенство 2.7(g) к функции

g(n, d), полагая u = (n0, d
′), v = (n0, 0). Имеем,

|g(n0, d′)− g(n0, 0)|2 ≤ 2(1− g(0, d′)).

Учитывая (9.13), отсюда находим∣∣− exp{−an20 − 2n0⟨t, θd′⟩ − ⟨Aθd′, θd′⟩} − exp{−an20}
∣∣2

= exp{−2an20}
∣∣exp{−2n0⟨t, θd′⟩ − ⟨Aθd′, θd′⟩}+ 1

∣∣2 ≤ 2(1− exp{−⟨Aθd′, θd′⟩}),

что невозможно, если норма ||θd′|| достаточно мала. Полученное противоречие доказывает, что

b(n, d) = 1 при всех (n, d) ∈ Y . Отсюда следует, что функция l(n, d) = a(n, d) удовлетворяет

уравнению (9.11). �

Отметим, что как вытекает из леммы 9.6, утверждение леммы 9.7 неверно, если группа X

содержит подгруппу, топологически изоморфную двумерному тору T2. Из леммы 9.7 вытекает

следующее утверждение, уточняющее групповой аналог теоремы Марцинкевича (см. теорему 5.11

и предложение 5.13).

9.8. Предложение. Пусть распределение µ ∈ M1(X) и характеристическая функция µ̂(y)

имеет вид

µ̂(y) = exp{ψ(y)}, y ∈ Y,

где ψ(y) – непрерывный многочлен степени 2 такой, что ψ(0) = 0. Для того чтобы отсюда

следовало, что µ ∈ Γ(X), необходимо и достаточно, чтобы группа X не содержала подгруппы,

топологически изоморфной двумерному тору T2.

Доказательство. Необходимость отмечена в замечании 5.14. Докажем достаточность. По

теореме 5.5 многочлен ψ(y) представим в виде 5.5(i). Поскольку ψ(y) – многочлен степени 2, то

представление 5.5(i) имеет вид

ψ(y) = g2(y, y) + g1(y), y ∈ Y,

где g2(y1, y2) – 2-аддитивная функция, а g1(y) – аддитивная функция. Подставляя выражение

µ̂(y) = exp{g2(y, y) + g1(y)}, y ∈ Y,

в уравнение 9.2(i), убеждаемся, что характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет этому урав-

нению. По лемме 9.2 µ ∈ ΓB(X). Так как по условию группа X не содержит подгруппы, тополо-

гически изоморфной двумерному тору T2, то по лемме 9.7 µ ∈ Γ(X). �
Докажем теперь основную теорему этого параграфа.
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9.9. Теорема. Для того чтобы на группе X имело место равенство (9.2) необходимо и

достаточно, чтобы связная компонента нуля группы X содержала не более одного элемента

порядка 2.

Доказательство. Необходимость. Доказательство необходимости по существу такое же, как

доказательство пункта (II) в теореме 7.10. Предположим, что связная компонента нуля группыX

содержит более одного элемента порядка 2. Тогда по лемме 9.5 существует такая компактная под-

группа Корвина K в группе X, что фактор-группа X/K содержит подгруппу F , топологически

изоморфную двумерному тору T2. Согласно лемме 9.6 существует распределение µ0 на двумерном

торе T2, характеристическая функция которого не обращается в нуль, и такое, что µ0 ∈ ΓB(T2) ,

µ0 /∈ Γ(T2). Распределение µ0 можно рассматривать, как распределение на фактор-группе X/K.

Сохраним для него обозначение µ0. Так как в силу теоремы 1.9.2 (X/K)∗ ∼= A(Y,K), то можно

считать, что характеристическая функция µ̂0(y) определена на аннуляторе A(Y,K). Рассмотрим

на группе Y функцию

f(y) =

µ̂0(y), если y ∈ A(Y,K),

0, если y /∈ A(Y,K).

Так как A(Y,K) – подгруппа, а µ̂0(y) – положительно определенная функция, то по предложению

2.12 f(y) – также положительно определенная функция. Поскольку K – компактная группа,

то по теореме 1.9.4 аннулятор A(Y,K) – открытая подгруппа, а следовательно, функция f(y)

непрерывна. По теореме Бохнера существует такое распределение µ ∈ M1(X), что µ̂(y) = f(y).

Проверим, что µ ∈ ΓB(X). В силу леммы 9.2 достаточно проверить, что характеристическая

функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению 9.2(i). Эта проверка дословно совпадает с соответству-

ющей проверкой при доказательстве утверждения (II) в теореме 7.10.

Поскольку µ̂0(y) ̸= 0 при y ∈ A(Y,K) и µ0 /∈ Γ(X/K), то отсюда легко следует, что µ /∈
Γ(X) ∗ IB(X). Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть µ ∈ ΓB(X). Рассмотрим множество N = {y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0}. По лемме

9.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению 9.2(i). Отсюда следует, что N –

подгруппа в Y . Очевидно, что подгруппа N открыта. Положим K = A(X,N). Тогда по теореме

1.9.4 группа K компактна. Полагая в уравнении 9.2(i) u = v = y, получаем

µ̂(2y) = µ̂2(y)|µ̂2(y)|, y ∈ Y.

Отсюда вытекает, что если 2y ∈ N , то y ∈ N . Применяя лемму 7.2, получаем, что K – группа

Корвина. Отметим также, что по теореме 1.9.1 N = A(Y,K). Так как по теореме 1.9.2 (X/K)∗ ∼=
A(Y,K), то ограничение характеристической функции µ̂(y) на N в силу леммы 9.2 и следствия

2.11 является характеристической функцией некоторого распределения λ ∈ ΓB(X/K). Из условия

теоремы по лемме 9.5 следует, что фактор-группа X/K не содержит подгруппы, топологически

изоморфной двумерному тору T2. Применяя лемму 9.7, получаем, что λ ∈ Γ(X/K). Учитывая

теорему 1.9.2, для характеристической функции распределения λ мы имеем такое представление

λ̂(y) = (x, y) exp{−φ(y)}, x ∈ X, y ∈ N, (9.14)

где φ(y) – непрерывная неотрицательная функция на N , удовлетворяющая уравнению 2.16(ii).

По лемме 3.18 функцию φ(y) можно продолжить с сохранением ее свойств с подгруппы N на
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Y . Обозначим продолженную функцию через φ̃(y). Пусть γ – гауссовское распределение на X с

характеристической функцией

γ̂(y) = (x, y) exp{−φ̃(y)}, y ∈ Y. (9.15)

Из 2.14(i) следует, что характеристическая функция распределения Хаара mK имеет вид

m̂K(y) =

1, если y ∈ N,

0, если y ̸∈ N.
(9.16)

Из (9.14)–(9.16) вытекает, что µ̂(y) = γ̂(y)m̂K(y). Следовательно, применяя 2.7(b) и 2.7(c), полу-

чаем µ = γ ∗mK . А это и означает, что µ ∈ Γ(X) ∗ IB(X). �

Ниже мы дадим другое доказательство достаточности в теореме 9.9. Это доказательство не

будет опираться на лемму 9.7, при доказательстве которой была использована теорема 4.6 (груп-

повой аналог теоремы Крамера) (ср. с замечанием 7.12). Нам понадобятся две леммы.

9.10. Лемма. Пусть X = Rm × K, где m ≥ 0, а K – компактная группа Корвина. Тогда

X(2) ⊂ cX .

Доказательство. По теореме 1.7.1 Y = L ×M , где L ∼= Rm, M ∼= K∗. По теореме 1.6.1

группа M дискретна. По теореме 1.9.5 из K(2) = K следует, что M(2) = {0}, т.е. группа M не

содержит элементов порядка 2. Отсюда вытекает, что подгруппа bM состоит из нуля и элементов

нечетного порядка группы M . Следовательно (bM )(2) = bM , а значит, bM ⊂ Y (2). По теореме

1.9.3 cX = A(X, bY ). Очевидно, что bY = bM . Поэтому A(X, bM ) = A(X, bY ). По теореме 1.9.5

A(X,Y (2)) = X(2). В результате получаем cX = A(X, bY ) = A(X, bM ) ⊃ A(X,Y (2)) = X(2). �

9.11. Лемма. Пусть группа X содержит не более одного элемента порядка 2, распределение

µ ∈ ΓB(X) и характеристическая функция µ̂(y) не обращается в нуль. Тогда µ ∈ Γ(X).

Доказательство. По лемме 9.4 характеристическая функция µ̂(y) представима в виде 9.4(i).

Лемма будет доказана, если мы проверим, что функция l(y) в 9.4(i) – характер группы Y , т.е.

что функция l(y) удовлетворяет уравнению (9.11).

Меняя в уравнении 9.4(ii) u и v местами и, умножая полученное уравнение на 9.4(ii), находим:

l2(u+ v) = l2(u)l2(v), u, v ∈ Y. (9.17)

Положим в 9.4(ii) u = v = y. Имеем, l(2y) = l2(y), y ∈ Y . Отсюда и из (9.17) вытекает, что

l(2u+ 2v) = l(2u)l(2v), u, v ∈ Y. (9.18)

Из (9.18) следует, что функция l(y) является характером на подгруппе Y (2). Если группа X не

содержит элементов порядка 2, то по теореме 1.9.5 Y = Y (2) и функция l(y) — характер группы

Y . Пусть группа X содержит элемент порядка 2. Покажем, что и в этом случае функция l(y)

является характером на группе Y . По теореме 1.9.2 мы имеем l(y) = (x0, y), x0 ∈ X, y ∈ Y (2).

Положим m(y) = l(y)/(x0, y). Функция m(y) также удовлетворяет уравнению 9.4(ii) и m(y) = 1

при y ∈ Y (2). Так как m(2y) = m2(y) при y ∈ Y , то

m(y) = ±1, y ∈ Y. (9.19)
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Уравнение 9.4(ii) для функции m(y) переходит в уравнение m(u + v)m(u − v) = 1, u, v ∈ Y.

Заменим здесь u на u + v. Получаем m(u + 2v)m(u) = 1, u, v ∈ Y, а следовательно, m(u +

2v) = m(u), u, v ∈ Y, т.е. функция m(y) инвариантна относительно сдвигов на элементы Y (2).

Рассмотрим фактор-группу Y/Y (2). Из теорем 1.9.2 и 1.9.5 следует, что (Y/Y (2))∗ ∼= A(X,Y (2)) =

X(2)
∼= Z(2). Поэтому фактор-группа Y/Y (2) состоит из двух классов смежности, т.е. Y/Y (2) =

Y (2) ∪ (y0 + Y (2)). На каждом классе смежности функция m(y) принимает постоянное значение.

Из (9.19) следует, что возможны всего два случая: либо m(y) = 1 при всех y ∈ Y , либо

m(y) =

1, если y ∈ Y (2),

−1, если y ∈ y0 + Y (2).

Очевидно, в обоих случаях, функция m(y) удовлетворяет уравнению (9.11) на группе Y . Следо-

вательно, m(y) — характер, а значит, и l(y) — характер. �
Доказанная лемма, очевидно, вытекает из леммы 9.7, но в отличие от леммы 9.7, доказатель-

ство леммы 9.11 не использует группового аналога теоремы Крамера (теорема 4.6). Из доказа-

тельства леммы 9.11 непосредственно вытекают два следствия.

9.12. Следствие. Пусть функция l(y) на группе Y непрерывна, удовлетворяет уравнению

9.4(ii) и условиям: l(−y) = l(y), |l(y)| = 1, при всех y ∈ Y, l(0) = 1. Тогда

l(y) = m(y)(x0, y),

где m(y) – Y (2)-инвариантная непрерывная функция, удовлетворяющие уравнению 9.4(ii), усло-

виям: m(−y) = m(y), при всех y ∈ Y, m(0) = 1, и принимающая значения ±1, x0 ∈ X.

9.13. Следствие. Пусть группа X содержит не более одного элемента порядка 2. Пусть

функция l(y) на группе Y непрерывна, удовлетворяет уравнению 9.4(ii) и условиям: l(−y) =

l(y), |l(y)| = 1, при всех y ∈ Y, l(0) = 1. Тогда l(y) характер группы Y .

9.14. 2-е доказательство достаточности в теореме 9.9. Из определения 9.1 и леммы 7.5

следует, что не ограничивая общности мы можем считать, что X = Rm × K, где m ≥ 0, а K –

компактная группа Корвина. По лемме 9.10 для групп такого вида выполнено X(2) ⊂ cX . Так

как по условию подгруппа cX содержит не более одного элемента порядка 2, то и вся группа X

содержит не более одного элемента порядка 2. Положим N = {y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0}, G = A(X,N).

По теореме 1.9.2 N∗ ∼= X/G. Как отмечено при доказательстве достаточности в теореме 9.9, G –

группа Корвина. Проверим, что фактор-группа X/G содержит не более одного элемента порядка

2. Действительно, пусть 2[x1] = 2[x2] = [0], [x1] ̸= [x2], [x1], [x2] ∈ X/G. Тогда 2xj ∈ G. Так как

G = G(2), то 2xj = 2gj , gj ∈ G. Следовательно, x′j = xj − gj — элементы порядка 2. Так как

[x′j ] = [xj ] и [x1] ̸= [x2], то x′1 ̸= x′2, что невозможно.

Рассмотрим ограничение уравнения 9.2(i) на N . По лемме 9.11, примененной к фактор-группе

X/G, получаем, что это ограничение является характеристической функцией некоторого гауссов-

ского распределения на X/G. Отсюда немедленно получается, что µ ∈ Γ(X) ∗ IB(X). �
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9.15. Замечание. Пусть γ – безгранично делимое распределение на группе X и пусть γ ∈
ΓB(X). Тогда γ ∈ Γ(X). Для доказательства рассуждаем так же, как и при доказательстве

достаточности в теореме 9.9. Лемму 9.7 заменяет при этом следующее утверждение: если γ –

безгранично делимое распределение, γ ∈ ΓB(X) и характеристическая функция γ̂(y) ̸= 0 при

всех y ∈ Y , то γ ∈ Γ(X). Для доказательства рассмотрим распределение λ = γ ∗ γ̄. По лемме 9.4,

2.7(c) и 2.7(d) λ ∈ Γ(X). Поскольку γ – делитель λ, то по замечанию 4.9 γ ∈ Γ(X).

9.16. Замечание. Из определения гауссовского распределения следует, что каждое гауссов-

ское распределение представимо в виде свертки симметричного гауссовского распределения и

вырожденного распределения. Оказывается, что аналогичное утверждение справедливо и для

гауссовских распределений в смысле Бернштейна. Действительно, пусть µ ∈ ΓB(X). По лемме

9.4 характеристическая функция µ̂(y) представима в виде 9.4(i). Как установлено при доказа-

тельстве леммы 9.11, существует такой характер (x0, y), что функция µ̂(y)/(x0, y) вещественная.

Отсюда легко вытекает требуемое утверждение.

Мы используем лемму 9.7 для доказательства еще одной характеризационной теоремы. Нам

понадобится для этого следующая лемма.

9.17. Лемма. Пусть ξ – случайная величина со значениями в группе X, а η – комплекс-

нозначная случайная величина, причем E[|η|] < ∞. Случайная величина η имеет постоянную

регрессию на ξ тогда и только тогда, когда равенство

(i) E[η(ξ, y)] = E[η] E[(ξ, y)].

выполнено для всех y ∈ Y .

Доказательство. Обозначим через E[η|ξ] условное математическое ожидание случайной

величины η при заданной ξ. Постоянство регрессии η на ξ означает, что выполнено равенство

E[η|ξ] = E[η]. (9.20)

Умножим обе части равенства (9.20) на (ξ, y) и возьмем математическое ожидание от обеих частей

полученного равенства. Получаем

E[(ξ, y) E[η|ξ]] = E[ E[(ξ, y)η|ξ]] = E[η(ξ, y)] = E[η] E[(ξ, y)], y ∈ Y.

Необходимость условия (i), тем самым, доказана.

Для доказательства достаточности предположим вначале, что E[η] ̸= 0. Учитывая, что

E[η(ξ, y)] = E[(ξ, y) E[η|ξ]], перепишем (i) в виде∫
X

(x, y)
E[η|x]
E[η]

dµξ(x) =

∫
X

(x, y)dµξ(x), y ∈ Y. (9.21)

Введем в рассмотрение функцию множества

Q(A) =

∫
A

E[η|x]
E[η]

dµξ(x), (9.22)

92



где A – произвольное борелевское подмножество группы X. Из (9.21) и (9.22) следует, что равен-

ство ∫
X

(x, y)dQ(x) =

∫
X

(x, y)dµξ(x) (9.23)

справедливо при любом y ∈ Y . Из (9.23) вытекает, что Q = µξ, а значит,

E[η|ξ]
E[η]

= 1.

Таким образом, справедливо (9.20), что и означает постоянство регрессии η на ξ.

Предположим теперь, что E[η] = 0, Тогда условие (i) принимает вид∫
X

(x, y) E[η|x]dµξ(x) = 0, y ∈ Y. (9.24)

Для любого борелевского множества A рассмотрим функцию множества

R(A) =

∫
A

E[η|x]dµξ(x).

Тогда из (9.24) получаем ∫
X

(x, y)dR(x) = 0, y ∈ Y. (9.25)

Из (9.25) вытекает, что R = 0. Отсюда E[η|ξ] = 0. Значит, выполнено (9.20), что и означает

постоянство регрессии η на ξ. �

9.18. Теорема. Пусть ξ1, . . . , ξn, n ≥ 2, – независимые одинаково распределенные случай-

ные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Для того, чтобы из условия

постоянства регрессии

(i) E

 n∏
j=1

(ξj , yj)

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ξj

 = const,

выполненного при всех y1, . . . , yn таких,что
∑n

j=1 yj = 0, yj ∈ Y , следовало, что µ = γ ∗mK ,

где γ ∈ Γ(X), а K – некоторая компактная подгруппа в X, необходимо и достаточно, чтобы

группа X удовлетворяла условию:

(ii) для любой компактной подгруппы K в X такой, что K(n) = K, фактор-группа X/K не

содержит подгруппы, топологически изоморфной двумерному тору T2.

Доказательство. Мы имеем µ̂(y) = E[(ξj , y)], j = 1, 2, . . . , n. По лемме 9.17 условие посто-

янства регрессии (i) эквивалентно выполнению равенства 9.17(i), которое в нашем случае после

простых преобразований может быть переписано в виде

n∏
j=1

µ̂(y + yj) = µ̂n(y)

n∏
j=1

µ̂(yj), y1, . . . , yn, y ∈ Y,
n∑

j=1

yj = 0. (9.26)

Необходимость. Пусть K – такая компактная подгруппа группы X, что K(n) = K, а фактор-

группа X/K содержит подгруппу, топологически изоморфную двумерному тору T2. Проверим

вначале, что характеристическая функция m̂K(y) удовлетворяет уравнению (9.26). Пусть правая
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часть уравнения (9.26) равна 1. Тогда y, y1, . . . , yn ∈ A(Y,K), а значит y+y1, . . . , y+yn ∈ A(Y,K),

и левая часть уравнения (9.26) также равна 1. Если же левая часть уравнения (9.26) равна 1, то

отсюда следует, что y + y1, . . . , y + yn ∈ A(Y,K). Тогда
∑n

j=1 (y + yj) = ny ∈ A(Y,K). По лемме

7.2 из ny ∈ A(Y,K) вытекает, что y ∈ A(Y,K). Следовательно, y1, . . . , yn ∈ A(Y,K), а значит

правая часть (9.26) также равна 1. Тем самым, доказано, что характеристическая функция m̂K(y)

удовлетворяет уравнению (9.26).

Пусть µ0 – распределение на двумерном торе T2, построенное в замечании 5.14. Поскольку

фактор-группа X/K содержит подгруппу, топологически изоморфную T2, то распределение µ0
можно рассматривать, как распределение на фактор-группе X/K. Сохраним для него обозначе-

ние µ0. Заметим, что по теореме 1.9.2 A(Y,K) ∼= (X/K)∗. Легко непосредственно проверить, что

характеристическая функция µ̂0(y) на группе A(Y,K) удовлетворяет уравнению (9.26).

Рассмотрим на группе Y функцию

f̂(y) =

µ̂0(y), если y ∈ A(Y,K),

0, если y ̸∈ A(Y,K).

Из того, что функции m̂K(y) и µ̂0(y) удовлетворяют уравнению (9.26), вытекает, что функция

f(y) также удовлетворяет уравнению (9.26). Так как A(Y,K) – подгруппа, а µ̂0(y) – положитель-

но определенная функция, то по предложению 2.12 f(y) – положительно определенная функция.

Поскольку K – компактная группа, то по теореме 1.9.4 аннулятор A(Y,K) – открытая подгруп-

па, а следовательно, функция f(y) непрерывна. По теореме Бохнера существует распределение

µ ∈ M1(X) такое, что µ̂(y) = f(y). Пусть ξ1, . . . , ξn – независимые одинаково распределенные

случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Так как функция µ̂(y)

удовлетворяет уравнению (9.26), то имеет место условие постоянства регрессии (i). С другой сто-

роны, поскольку µ0 ̸∈ Γ(X/K), то распределение µ нельзя представить в виде свертки γ ∗ mG,

где γ ∈ Γ(X), а G – некоторая компактная подгруппа в X. Необходимость доказана.

Достаточность. Рассмотрим множество N = {y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0}. Полагая в (9.26) y2 =

−y1, y3 = · · · = yn = 0, получаем

µ̂(y + y1)µ̂(y − y1)µ̂n−2(y) = µ̂n(y)|µ̂(y1)|2, y, y1 ∈ Y. (9.27)

Отсюда следует, что N – открытая подгруппа в Y . Положим K = A(X,N). По теореме 1.9.4 K –

компактная подгруппа в X. Полагая затем в (9.26) y1 = · · · = yn−1 = −y, yn = (n−1)y, получаем

µ̂(ny) = µ̂n(y)µ̂n−1(−y)µ̂((n− 1)y),

откуда следует, что если ny ∈ N , то y ∈ N . Тогда по лемме 7.2 K(n) = K.

Рассмотрим ограничение уравнения (9.27) на N . Из (9.27) находим

µ̂(y + y1)µ̂(y − y1) = µ̂2(y)|µ̂(y1)|2, y1, y2 ∈ N. (9.28)

По теореме 1.9.1 N = A(Y,K), а по теореме 1.9.2 N ∼= (X/K)∗. По лемме 9.2 из (9.28) следует,

что ограничение характеристической функции µ̂(y) на N является характеристической функцией

некоторого гауссовского распределения в смысле Бернштейна на фактор-группе X/K, которая

не обращается в ноль. По лемме 9.7, примененной к фактор-группе X/K, из (ii) следует, что
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это ограничение является характеристической функцией некоторого гауссовского распределения.

Заключительная часть доказательства проводится так же, как в теореме 9.9.

Достаточность доказана, а следовательно, теорема полностью доказана. �
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Глава IV

Теорема Скитовича–Дармуа для локально компактных абелевых
групп (характеристические функции случайных величин не обра-
щаются в нуль)

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины, αj , βj – отличные

от нуля вещественные числа. Согласно теореме Скитовича–Дармуа из независимости линейных

форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn следует, что все случайные величины ξj –

гауссовские. Эта теорема была обобщена Гурье и Олкиным на случай, когда ξj – независимые

случайные векторы в пространстве Rm, а коэффициенты αj , βj – невырожденные матрицы. Они

доказали, что из независимости линейных форм L1 и L2 следует, что все случайные векторы ξj

– гауссовские.

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj . Эта глава посвящена групповым аналогам теоремы Скитовича–Дармуа в

предположении, что характеристические функции случайных величин ξj не обращаются в нуль.

Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Мы доказываем, что если группа X не

содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то из независимости линейных форм L1 =

α1ξ1+· · ·+αnξn и L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn вытекает, что все распределения µj ∈ Γ(X). Если же группа

X содержит подгруппу, топологически изоморфную T, то указанное утверждение, вообще говоря,

не имеет места. Поэтому для таких групп возникает естественная задача описания возможных

распределений µj независимых случайных величин ξj при условии, что линейные формы L1 и L2

независимы. Мы решаем эту задачу для двух независимых случайных величин, принимающих

значения в группах T2, R× T и Σa × T.

§10. Локально компактные абелевы группы, на которых верна

теорема Скитовича–Дармуа

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетно-

сти, Y – ее группа характеров, Aut(X) – группа топологических автоморфизмов группы X.

В этом параграфе мы описываем группы X, которые обладают следующим свойством: если

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группеX, имеющие

распределения µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями, и αj , βj – топо-

логические автоморфизмы группы X, то из независимости линейных форм L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn

и L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn вытекает, что все распределения µj ∈ Γ(X). Мы описываем также группы

X, которые обладают следующим свойством: существуют автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие,

что если ξj – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распре-

деления µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями, то из независимости

линейных форм L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn вытекает, что все распределения

µj ∈ Γ(X).
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10.1. Лемма. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значени-

ями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы

X. Для того чтобы линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn были неза-

висимы, необходимо и достаточно, чтобы характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяли

уравнению

(i)

n∏
i=1

µ̂j(α̃ju+ β̃jv) =

n∏
i=1

µ̂j(α̃ju)

n∏
i=1

µ̂j(β̃jv), u, v ∈ Y.

Доказательство. Заметим, что линейные формы L1 и L2 независимы тогда и только тогда,

когда для любых u, v ∈ Y выполнено равенство

E[(α1ξ1 + · · ·+ αnξn, u)(β1ξ1 + · · ·+ βnξn, v)]

= E[(α1ξ1 + · · ·+ αnξn, u)] E[(β1ξ1 + · · ·+ βnξn, v)]. (10.1)

Учитывая, что случайные величины ξj независимы и µ̂j(y) = E[(ξj , y)], преобразуем левую часть

равенства (10.1) следующим образом

E[(α1ξ1 + · · ·+ αnξn, u)(β1ξ1 + · · ·+ βnξn, v)]

= E

 n∏
j=1

(ξj , α̃ju+ β̃jv)

 =

n∏
j=1

E[(ξj , α̃ju+ β̃jv)] =

n∏
j=1

µ̂j(α̃ju+ β̃jv), u, v ∈ Y.

Аналогично преобразуем правую часть равенства (10.1)

E[(α1ξ1 + · · ·+ αnξn, u)] E[(β1ξ1 + · · ·+ βnξn, v)] = E

 n∏
j=1

(ξj , α̃ju)

 E

 n∏
j=1

(ξj , β̃jv)


=

n∏
j=1

E[(ξj , α̃ju)]

n∏
j=1

E[(ξj , β̃jv)] =

n∏
j=1

µ̂j(α̃ju)

n∏
j=1

µ̂j(β̃jv), u, v ∈ Y.

�
Уравнение 10.1(i) называется функциональным уравнением Скитовича–Дармуа.

10.2. Следствие. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы

группы X. Предположим, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · +
βnξn независимы. Пусть xj – произвольные элементы группы X. Положим ξ′j = ξj + xj. Тогда

линейные формы L′
1 = α1ξ

′
1 + · · ·+ αnξ

′
n и L′

2 = β1ξ
′
1 + · · ·+ βnξ

′
n, также независимы.

10.3. Теорема. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T.
Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе

X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями.

Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Тогда из независимости линейных

форм L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn и L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn вытекает, что все распределения µj ∈ Γ(X).

Доказательство. Заметим вначале, что если µ – распределение случайной величины ξ со

значениями в группе X и α ∈ Aut(X), то по предложению 2.10 характеристическая функция слу-

чайной величины αξ равна µ̂(α̃y). Учитывая определение 3.1 гауссовского распределения, отсюда
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вытекает, что µ ∈ Γ(X) тогда и только тогда, когда α(µ) ∈ Γ(X). Поэтому, полагая ζj = αjξj ,

мы редуцируем доказательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид

L1 = ξ1+ · · ·+ ξn и L2 = δ1ξ1+ · · ·+ δnξn, δj ∈ Aut(X). По лемме 10.1 из независимости линейных

форм L1 и L2 следует, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i),

которое принимает вид
n∏

j=1

µ̂j(u+ δ̃jv) =
n∏

j=1

µ̂j(u)
n∏

j=1

µ̂j(δ̃jv), u, v ∈ Y. (10.2)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Оче-

видно, что характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.2). Если мы

докажем, что νj ∈ Γ(X), то применяя теорему 4.6, получим, что и µj ∈ Γ(X). Поэтому мы

можем с самого начала предполагать, что характеристические функции µ̂j(y) > 0 при всех

y ∈ Y, j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2.

Положим φj(y) = − log µ̂j(y). Из (10.2) следует, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению

n∑
j=1

φj(u+ δ̃jv) = P (u) +Q(v), u, v ∈ Y, (10.3)

где

P (u) =
n∑

j=1

φj(u), Q(v) =
n∑

j=1

φj(δ̃jv). (10.4)

Для решения уравнения (10.3) воспользуемся методом конечных разностей. Пусть h1 — произ-

вольный элемент группы Y . Положим k1 = −δ̃−1
n h1. Тогда h1 + δ̃nk1 = 0. Придадим в (10.3)

переменным u и v приращения h1 и k1 соответственно. Вычитая из полученного уравнения урав-

нение (10.3), находим

n−1∑
j=1

∆l1jφj(u+ δ̃jv) = ∆h1P (u) + ∆k1Q(v), u, v ∈ Y, (10.5)

где l1j = h1 + δ̃jk1 = (δ̃j − δ̃n)k1, j = 1, 2, . . . , n− 1. Пусть h2 — произвольный элемент группы Y .

Положим k2 = −δ̃−1
n−1h2. Тогда h2+ δ̃n−1k2 = 0. Придадим в (10.5) переменным u и v приращения

h2 и k2 соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (10.5), находим

n−2∑
j=1

∆l2j∆l1jφj(u+ δ̃jv) = ∆h2∆h1P (u) + ∆k2∆k1Q(v), u, v ∈ Y, (10.6)

где l2j = h2 + δ̃jk2 = (δ̃j − δ̃n−1)k2, j = 1, 2, . . . , n − 2. Рассуждая аналогично, мы приходим к

уравнению

∆ln−1,1∆ln−2,1 . . .∆l11φ1(u+ δ̃1v) =

= ∆hn−1∆hn−2 . . .∆h1P (u) + ∆kn−1∆kn−2 . . .∆k1Q(v), u, v ∈ Y, (10.7)

где hm — произвольный элемент группы Y , km = −δ̃−1
n−m+1hm,m = 1, 2, . . . , n−1, lmj = hm+δ̃jkm =

(δ̃j − δ̃n−m+1)km, j = 1, 2, . . . , n − m. Пусть hn — произвольный элемент группы Y . Положим

kn = −δ̃−1
1 hn. Тогда hn + δ̃1kn = 0. Придадим в (10.7) переменным u и v приращения hn и kn

соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (10.7), находим

∆hn∆hn−1 . . .∆h1P (u) + ∆kn∆kn−1 . . .∆k1Q(v) = 0, u, v ∈ Y. (10.8)
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Пусть h — произвольный элемент группы Y . Придадим в (10.8) переменной u приращение h и

вычтем из полученного уравнения уравнение (10.8). Получаем

∆h∆hn∆hn−1 . . .∆h1P (u) = 0, u ∈ Y. (10.9)

Заметим, что u, h и hm, m = 1, 2, . . . , n — произвольные элементы группы Y . Положим в (10.9)

h1 = · · · = hn = h. Имеем

∆n+1
h P (u) = 0, u, h ∈ Y. (10.10)

Мы получили, что P (y) — непрерывный многочлен на Y . Обозначим γ = µ1 ∗ · · · ∗ µn. Тогда из

2.7(c) вытекает, что

γ̂(y) =
n∏

j=1

µ̂j(y), y ∈ Y.

Учитывая (10.4), мы имеем,

γ̂(y) = e−P (y).

Поскольку группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, а P (y) – непрерыв-

ный многочлен, то из теоремы 5.11 следует, что γ ∈ Γ(X). Тогда из теоремы 4.6 получаем, что

все µj ∈ Γ(X). �

10.4. Замечание. Если группа X содержит подгруппу, топологически изоморфную T, то

утверждение теоремы 10.3 неверно. Это непосредственно вытекает из леммы 7.8 (ср. ниже с

предложением 10.17).

10.5. Предложение. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины

со значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характери-

стическими функциями. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Тогда из

независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn вытекает, что

существуют элементы xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n такие, что носители распределений µ′j всех

случайных величин ξ′j = ξj + xj содержатся в подгруппе cX .

Доказательство. Заметим, что поскольку подгруппа cX является характеристической,

то утверждение можно доказывать, предполагая, что линейные формы L1 и L2 имеют вид

L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, где δj ∈ Aut(X). Положим νj = µj ∗ µ̄j , φj(y) =

− log ν̂j(y), P (y) =
∑n

j=1 φj(y). Как следует из доказательства теоремы 10.3, функция P (y) удо-

влетворяет уравнению (10.10). По предложению 5.7 функция P (y) = 0 при y ∈ bY , а значит все

характеристические функции ν̂j(y) = 1 при y ∈ bY . По предложению 2.13 имеют место включе-

ния σ(νj) ⊂ A(X, bY ), j = 1, 2, . . . , n. По теореме 1.9.3 cX = A(X, bY ), следовательно все носители

σ(νj) ⊂ cX . Применяя предложение 2.2, получаем требуемое утверждение. �

10.6. Замечание. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характеристи-

ческими функциями. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Предположим,

что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn независимы. Принимая
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во внимание, что cX – характеристическая подгруппа группы X, из предложения 10.5 и след-

ствия 10.2 вытекает, что изучая возможные распределения µj , не ограничивая общности, можно

предполагать, что группа X связна.

10.7. Можно рассмотреть другой групповой аналог теоремы Скитовича–Дармуа, а имен-

но, когда коэффициенты линейных форм L1 и L2 целые числа. Нам понадобится следующее

определение. Целое число a называется допустимым для группы X, если X(a) ̸= {0}. Пусть

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – случайные величины со значениями в группе X. Допустимость мно-

жества целых чисел {aj}nj=1 при рассмотрении линейной формы L = a1ξ1 + · · ·+ anξn – это груп-

повой аналог условия aj ̸= 0, j = 1, 2, . . . , n, для случая, когда X = R. Справедливо следующее

утверждение.

10.8. Предложение. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характеристи-

ческими функциями. Пусть aj, bj – допустимые целые числа для группы X. Из независимости

линейных форм L1 = a1ξ1 + · · ·+ anξn и L2 = b1ξ1 + · · ·+ bnξn вытекает, что все распределения

µj ∈ Γ(X) тогда и только тогда, когда либо X – группа без кручения, либо X(p) = {0}, где p –

некоторое простое число (в последнем случае все µj – вырожденные распределения).

Доказательство. Заметим, что если a ∈ Z, то в силу 1.13(d), f̃a = fa. Рассуждая так же,

как при доказательстве леммы 10.1, получаем, что условие независимости линейных форм L1 и

L2 равносильно тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

n∏
j=1

µ̂j(aju+ bjv) =
n∏

j=1

µ̂j(aju)
n∏

j=1

µ̂j(bjv), u, v ∈ Y. (10.11)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.11).

Предположим вначале, что X – группа без кручения. Тогда группа X не содержит подгруппы,

топологически изоморфной T. Поэтому, если мы докажем, что νj ∈ Γ(X), то применяя теорему

4.6, получим, что и µj ∈ Γ(X). Поэтому мы можем с самого начала предполагать, что µ̂j(y) > 0

при всех y ∈ Y, j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2.

Положим φj(y) = − log µ̂j(y). Из (10.11) следует, что

n∑
j=1

φj(aju+ bjv) = P (u) +Q(v), u, v ∈ Y, (10.12)

где

P (u) =

n∑
j=1

φj(aju), Q(v) =

n∑
j=1

φj(bjv). (10.13)

Для решения уравнения (10.12) воспользуемся методом конечных разностей. Пусть hn — про-

извольный элемент группы Y . Придадим в (10.12) переменным u и v приращения bnhn и −anhn
соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (10.12), находим

n−1∑
j=1

∆ln,j
φj(aju+ bjv) = ∆bnhnP (u) + ∆−anhnQ(v), u, v ∈ Y, (10.14)
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где ln,j = (ajbn− bjan)hn, j = 1, 2, . . . , n−1. Пусть hn−1 — произвольный элемент группы Y . При-

дадим в (10.14) переменным u и v приращения bn−1hn−1 и −an−1hn−1 соответственно. Вычитая

из полученного уравнения уравнение (10.14), находим

n−2∑
j=1

∆ln−1,j
∆ln,j

φj(aju+ bjv) = ∆bn−1hn−1∆bnhnP (u) + ∆−an−1hn−1∆−anhnQ(v), u, v ∈ Y, (10.15)

где ln−1,j = (ajbn−1 − bjan−1)hn−1, j = 1, 2, . . . , n − 2. Рассуждая аналогично, мы приходим к

уравнению

∆l2,1∆l3,1 . . .∆ln,1φ1(a1u+ b1v) =

= ∆b2h2∆b3h3 . . .∆bnhnP (u) + ∆−a2h2∆−a3h3 . . .∆−anhnQ(v), u, v ∈ Y, (10.16)

где hm — произвольный элемент группы Y , lm,1 = (a1bm − b1am)hm, m = 2, 3, . . . , n.

Пусть h1 — произвольный элемент группы Y . Придадим в (10.16) переменным u и v при-

ращения b1h1 и −a1h1 соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (10.16),

находим

∆b1h1∆b2h2∆b3h3 . . .∆bnhnP (u) + ∆−a1h1∆−a2h2∆−a3h3 . . .∆−anhnQ(v) = 0, u, v ∈ Y. (10.17)

Придадим в (10.17) переменной u приращение h, где h — произвольный элемент группы Y . Вы-

читая из полученного уравнения уравнение (10.17), получаем

∆h∆b1h1∆b2h2∆b3h3 . . .∆bnhnP (u) = 0, u ∈ Y. (10.18)

Мы предположили, что X – группа без кручения, т.е. X(m) = {0} для любого целого m ∈
Z, m ̸= 0. По теореме 1.9.5 отсюда следует, что Y (m) = Y для любого целого m, m ̸= 0. В

частности, Y (bj) = Y, j = 1, 2, . . . , n. Поэтому, принимая во внимание, что hj – произвольные

элементы группы Y , из (10.18) вытекает, что функция P (y) удовлетворяет уравнению

∆n+1
h P (u) = 0, u, h ∈ Y.

Следовательно, P (y) — непрерывный многочлен на группе Y . Рассмотрим распределе-

ние γ = fa1(µ1) ∗ · · · ∗ fan(µn). Из предложения 2.10 и 1.13(d) следует, что f̂aj (µj)(y) =

µ̂(ajy), j = 1, 2, . . . , n. Тогда из 2.7(c) вытекает, что

γ̂(y) =

n∏
j=1

µ̂j(ajy), y ∈ Y.

Учитывая (10.13), мы имеем,

γ̂(y) = e−P (y).

Из условия теоремы следует, что группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T. Поэтому из теоремы 5.11 следует, что γ ∈ Γ(X). А тогда по теореме 4.6 получаем, что все

faj (µj) ∈ Γ(X). Отсюда следует, что каждая из функций φj(y) на множестве Y (aj) удовлетворяет

уравнению 2.16(ii). Так как Y (aj) = Y, j = 1, 2, . . . , n, следовательно, каждая из функций φj(y)

удовлетворяет уравнению 2.16(ii) на группе Y . А это означает, что все µj ∈ Γ(X).

Если X(p) = {0}, где p – некоторое простое число, то из допустимости целых чисел aj , bj для

группы X следует, что faj , fbj ∈ Aut(X), j = 1, 2, . . . , n. Учитывая, что cX = {0}, из предложения

10.5 вытекает, что все µj ∈ D(X).
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Предположим теперь, что группа X содержит элемент x0 порядка p, где p – простое число, но

X(p) ̸= {0}. Пусть M – подгруппа в X, порожденная элементом x0. Тогда M ∼= Z(p). Пусть ξ1 и ξ2
– независимы случайные величины со значениями в подгруппе M , имеющие невырожденные рас-

пределения µj такие, что характеристические функции µ̂j(y) не обращаются в нуль. Рассмотрим

линейные формы L1 = pξ1 − ξ2 и L2 = ξ1 + pξ2. Легко видеть, что характеристические функции

µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.11). Следовательно, линейные формы L1 и L2 независимы.

Очевидно, что целое число p допустимо для X. В силу предложения 3.6 Γ(M) = D(M). Поэтому

µj /∈ Γ(X). �

10.9. Замечание. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характеристи-

ческими функциями. Пусть aj , bj – допустимые целые числа для группы X. Обозначим через

k наименьшее общее кратное чисел {a1, . . . , an}, а через l – наименьшее общее кратное чисел

{b1, . . . , bn}. Пусть pj – наибольший общий делитель чисел {ajl, bjk} и m – наименьшее общее

кратное чисел {p1, . . . , pn}. Тогда из независимости линейных форм L1 = a1ξ1 + · · · + anξn и

L2 = b1ξ1+· · ·+bnξn следует, что существуют такие элементы xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n, что носители

распределений µ′j всех случайных величин ξ′j = ξj+xj содержатся в подгруппе {x ∈ X : mx ∈ cX}.
Для доказательства положим νj = µj ∗ µ̄j , φj(y) = − log ν̂j(y), P (y) =

∑n
j=1 φj(ajy). Рас-

суждая так же, как при доказательстве предложения 10.8, получаем, что функция P (y) удо-

влетворяет уравнению (10.18). Отсюда следует, что функция P (y) – непрерывный многочлен

на подгруппе Y (l). По предложению 5.7 P (y) = 0 при y ∈ b
Y (l) , а значит ν̂j(y) = 1 при

y ∈ b
Y (ajl)

, j = 1, 2, . . . , n. По предложению 2.13 имеют место включения σ(νj) ⊂ A
(
X, b

Y (ajl)

)
.

Обозначим Aj = A
(
X, b

Y (ajl)

)
. Меняя местами формы L1 и L2 и рассуждая, как выше, мы

находим, что σ(νj) ⊂ Bj , где Bj = A
(
X, b

Y (bjk)

)
. Положим Cj = Aj ∩ Bj . Таким образом, мы

имеем

σ(νj) ⊂ Cj . (10.19)

Из теоремы 1.9.3 легко следует, что Aj = {x ∈ X : ajlx ∈ cX} и Bj = {x ∈ X : bjkx ∈ cX}.
Следовательно, Cj = {x ∈ X : pjx ∈ cX}. Обозначим C = {x ∈ X : mx ∈ cX}. Очевидно, что

Cj ⊂ C, j = 1, 2, . . . n, (10.20)

и C – наименьшая подгруппа, содержащая все Cj . Применяя предложение 2.2, из (10.19) и (10.20)

получаем требуемое утверждение.

Отметим, что в силу следствия 10.2 линейные формы L1 = a1ξ
′
1+ · · ·+anξ′n и L2 = b1ξ

′
1+ · · ·+

bnξ
′
n независимы.

Для дальнейшего нам понадобятся две леммы.

10.10. Лемма. Пусть Y – произвольная абелева группа, ε – автоморфизм группы Y . Пред-

положим, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению

(i) φ1(u+ v) + φ2(u+ εv) = P (u) +Q(v), u, v ∈ Y.

Тогда каждая из функций φj(y) удовлетворяют уравнению

(ii) ∆(I−ε)k∆
2
hφj(u) = 0, u, k, h ∈ Y.
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Доказательство. Пусть k – произвольный элемент группы Y . Положим h = −εk. Придадим

в (i) переменным u и v приращения h и k соответственно и вычтем из полученного уравнения

уравнение (i). Находим

∆(I−ε)kφ1(u+ v) = ∆hP (u) + ∆kQ(v), u, v ∈ Y. (10.21)

Полагая в (10.21) v = 0 и вычитая из (10.21) полученное уравнение, получаем

∆(I−ε)k∆vφ1(u) = ∆kQ(v)−∆kQ(0), u, v ∈ Y. (10.22)

Пусть t – произвольный элемент группы Y . Придавая в (10.22) переменной u приращение t и

вычитая из полученного уравнения уравнение (10.22), находим, что функция φ1(y) удовлетворяет

уравнению

∆(I−ε)k∆v∆tφ1(u) = 0, u, k, v, t ∈ Y.

Полагая здесь v = t = h, получаем (ii).

Обозначим w = εv. Тогда уравнение (i) переходит в уравнение

φ1(u+ ε−1w) + φ2(u+ w) = P (u) +Q(w), u, w ∈ Y.

Заметим, что (I − ε−1)Y = (I − ε)Y . Рассуждая аналогично, мы доказываем, что функция φ2(y)

также удовлетворяет уравнению (ii). �

10.11. Лемма. Пусть Y – произвольная абелева группа. Предположим, что функция φ(y)

удовлетворяет уравнению

(i) ∆3
hφ(u) = 0, u, h ∈ Y

и условиям

(ii) φ(−y) = φ(y), φ(0) = 0, y ∈ Y.

Тогда функция φ(y) удовлетворяют уравнению 2.16(ii).

Доказательство. По теореме 5.5 многочлен φ(y) представим в виде 5.5(i). Поскольку φ(y)

– многочлен степени ≤ 2, то представление 5.5(i) имеет вид

φ(y) = g2(y, y) + g1(y) + g0, y ∈ Y,

где g2(y1, y2) – 2-аддитивная функция, g1(y) – аддитивная функция, а g0 = const. Из (ii) вытекает,

что φ(y) = g2(y, y), а следовательно, функция φ(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii). �

Следующий результат будет использован нами в дальнейшем, но представляет также и само-

стоятельный интерес.

10.12. Теорема. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X,

имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями.

Пусть автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) удовлетворяют условию:

(i) I − α1β1
−1β2α2

−1 ∈ Aut(X).
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Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что

µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Доказательство. Рассуждения, использованные в начале доказательства теоремы 10.3,

позволяют доказывать теорему в предположении, что линейные формы L1 и L2 имеют вид

L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, где δj ∈ Aut(X). Заметим также, что если α ∈ Aut(X) , то

линейные формы L1 и L2 независимы тогда и только тогда, когда независимы линейные формы

L1 и αL2. Поэтому, доказывая теорему, можно предполагать, что L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2, где

δ ∈ Aut(X). Условие (i) при этом переходит в условие: I − δ ∈ Aut(X).

Обозначим ε = δ̃. По лемме 10.1 из независимости линейных форм L1 и L2 вытекает, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ εv) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(εv), u, v ∈ Y. (10.23)

Положим φj(y) = − log |µ̂j(y)|, j = 1, 2. Тогда из (10.23) получаем, что функции φj(y) удовле-

творяют уравнению 10.10(i), где P (u) = φ1(u) + φ2(u), Q(v) = φ1(v) + φ2(εv). По лемме 10.10

функция φ1(y) удовлетворяет уравнению 10.10(ii). Так как k – произвольный элемент группы

Y и I − ε ∈ Aut(Y ), то (I − ε)k – также произвольный элемент группы Y . Полагая в 10.10(ii)

(I − ε)k = h, получаем, что функция φ1(y) удовлетворяет уравнению 10.11(i). Очевидно также,

что функция φ1(y) удовлетворяет условиям 10.11(ii). По лемме 10.11 функция φ1(y) удовлетво-

ряет уравнению 2.16(ii). Аналогично мы доказываем, что функция φ2(y) также удовлетворяет

уравнению 2.16(ii).

Теорема будет доказана, если мы проверим, что отношение lj(y) = µ̂j(y)/|µ̂j(y)| является

характером группы Y . Положим π = (ε − I)−1, ρ = επ, f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y). Условимся

также, что α0 = I для любого α ∈ Aut(Y ). Подставляя в (10.23) вначале u = ρy, v = −πy и затем

u = −πy, v = πy и учитывая 2.7(d), мы получаем соответственно

f(y) = f(ρy)f(−πy)|g(ρy)|2, y ∈ Y, (10.24)

и

g(y) = |f(πy)|2g(−πy)g(ρy), y ∈ Y. (10.25)

Из (10.24) и (10.25) следует, что

f(y) =
n∏

k=0

(
f
(
(−1)kπkρn−ky

))Ck
n
Gn(y), y ∈ Y, (10.26)

где Gn(y) > 0, и

|f(y)| =
n∏

k=0

|f(πkρn−ky)|a(n,k)|g(πkρn−ky)|b(n,k), y ∈ Y. (10.27)

Из (10.27) вытекает неравенство

|f(z)| ≤
n+2∏
k=0

|f(πkρn+2−kz)|a(n+2,k) ≤
n+1∏
k=1

|f(πkρn+2−kz)|a(n+2,k)

=

n∏
k=0

|f(πk+1ρn+1−kz)|a(n+2,k+1). (10.28)
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Нетрудно проверить, что

a(n+ 2, k + 1) ≥ nCk
n, k = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, 2, . . . . (10.29)

Пусть y = πρz. Учитывая (10.28) и (10.29), находим

|f(z)|1/n ≤

(
n∏

k=0

|f(πk+1ρn+1−kz)|a(n+2,k+1)

)1/n

≤
n∏

k=0

|f(πk+1ρn+1−kz)|Ck
n =

n∏
k=0

|f(πkρn−ky)|Ck
n . (10.30)

Из (10.30) следует, что

lim
n→∞

n∏
k=0

|f(πkρn−ky)|Ck
n = 1. (10.31)

Из (10.26) и (10.30) вытекает, что

lim
n→∞

Gn(y) = |f(y)|. (10.32)

Следовательно, из (10.26) и (10.32) вытекает, что

l1(y) =
f(y)

|f(y)|
= lim

n→∞

n∏
k=0

(
f
(
(−1)kπkρn−ky

))Ck
n
.

Поэтому l1(y) является положительно определенной функцией, как предел последовательности

положительно определенных функций. Поскольку |l1(y)| = 1 при y ∈ Y , то из 2.7(e) мы получаем

l1(y) = (x1, y), x1 ∈ X. Аналогичное рассуждение доказывает, что l2(y) = (x2, y), x2 ∈ X. �

10.13. Замечание. Если X – группа с однозначным делением на два, то автоморфизм δ =

−I удовлетворяет условию: I − δ = f2 ∈ Aut(X). Поэтому утверждение, сформулированное в

замечании 7.12, вытекает из теоремы 10.12.

10.14. Замечание. В связи с теоремой 10.12 мы приведем пример группы X, которая обладает

следующими свойствами:

(a) I − δ /∈ Aut(X) для любого δ ∈ Aut(X);

(b) для любого δ ∈ Aut(X), если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями

в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими

функциями и линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы, то µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Пусть X = Σa, где a = (3, 3, . . . , 3, . . . ). Тогда

Y ∼= Ha =
{m
3n

: n = 0, 1, 2, . . . ;m ∈ Z
}
,

т.е. тип t(Ha) = (0,∞, 0, 0, . . . ). Отсюда следует, что Aut(Y ) =
{
±fk3 : k ∈ Z

}
(см. 1.14(d)), а

значит и Aut(X) =
{
±fk3 : k ∈ Z

}
. Пусть δ ∈ Aut(X) – произвольный автоморфизм. Поскольку

группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то по теореме 10.3 если линей-

ные формы L1 и L2 независимы, то µ1, µ2 ∈ Γ(X). С другой стороны, очевидно, что I−δ /∈ Aut(X)

для любого автоморфизма δ ∈ Aut(X).
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Перейдем теперь к описанию групп X, для которых существуют автоморфизмы αj , βj ∈
Aut(X) такие, что справедливо следующее утверждение: если ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – неза-

висимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распределения µj с необ-

ращающимися в нуль характеристическими функциями, то из независимости линейных форм

L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn вытекает, что все распределения µj ∈ Γ(X). Нам

понадобится следующая лемма.

10.15. Лемма. Пусть группа X ̸= {0} и X ̸∼= Z(2). Тогда существует такой автоморфизм

α ∈ Aut(X), что α ̸= I.

Доказательство. Если не все отличные о нуля элементы группы X имеют порядок 2, то

I ̸= −I и мы положим α = −I. Если же каждый отличный от нуля элемент группы X имеет

порядок 2, то по теореме 1.11.5 группа X топологически изоморфна группе

Z(2)n × Z(2)m∗,

где n и m – кардинальные числа, Z(2)n рассматривается в обычной топологии, а Z(2)m∗ – в

дискретной топологии. Отсюда следует, что группа X представима в виде X = X1×X2×X3, где

X1
∼= X2

∼= Z(2). Обозначим элементы группы X через x = (x1, x2, x3), где x1, x2 ∈ Z(2), x3 ∈ X3.

Положим α(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3). �

10.16. Теорема. Пусть X ̸∼= T и X ̸∼= T × Z(2). Тогда существует автоморфизм δ ∈
Aut(X), δ ̸= I, обладающий следующим свойством: если ξ1 и ξ2 – независимые случайные

величины со значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в

нуль характеристическими функциями, то из независимости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и

L2 = ξ1 + δξ2 вытекает, что µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Доказательство. Возможны такие 3 случая.

1. Группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. В этом случае по теореме

10.3 из независимости произвольных линейных форм L1 и L2 следует, что все распределения

µj ∈ Γ(X).

2. Группа X содержит подгруппу G1
∼= T, и X не содержит подгруппы, топологически изо-

морфной двумерному тору T2. По теореме 1.17.1 подгруппа G1 является топологическим прямым

сомножителем в X, т.е. X = G1 ×G2, где подгруппа G2 не содержит подгруппы, топологически

изоморфной T. Будем обозначать элементы группы X через x = (g1, g2), gj ∈ Gj , j = 1, 2.

По условию теоремы G2 ̸= {0} и G2 ̸∼= Z(2). По лемме 10.15 существует такой автоморфизм

α ∈ Aut(G2), что α ̸= I. Положим δ(g1, g2) = (g1, αg2). Очевидно, что δ ∈ Aut(X). Проверим, что

если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распреде-

ления µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями, то из независимости

линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 следует, что µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Обозначим ε = δ̃. По лемме 10.1 из независимости линейных форм L1 и L2 вытекает, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

(10.23). Поскольку X = G1×G2, то по теореме 1.7.1 Y = H1×H2, где Hj
∼= G∗

j , j = 1, 2. Так как

δx = x для всех x ∈ G1, то εy = y для всех y ∈ H1. Поэтому ограничение уравнения (10.23) на
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подгруппу H1 имеет вид

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ v) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(v), u, v ∈ H1.

Следовательно, ограничение функции f(y) = µ̂1(y)µ̂2(y) на подгруппу H1 является характером

подгруппы H1. Отсюда следует, что |µ̂j(y)| = 1 при y ∈ H1. Учитывая 2.7(e), получаем, что суще-

ствуют такие элементы xj ∈ X, что µ̂j(y) = (xj , y), y ∈ H1, j = 1, 2. Рассмотрим распределения

µ′j = µj ∗ E−xj . Из 2.7(c) вытекает, что µ̂′j(y) = 1 при y ∈ H1, j = 1, 2. Учитывая предложение

2.13, отсюда следует, что σ(µ′j) ⊂ A(X,H1) = G2. Характеристические функции µ̂′j(y) также удо-

влетворяют уравнению (10.23). Заметим, что εy = α̃y для всех y ∈ H2. Рассмотрим линейные

формы L′
1 = ξ′1 + ξ′2 и L′

2 = ξ′1 + αξ′2, где ξ′j = ξj − xj . Принимая во внимание, что ограничения

характеристических функций µ̂′j(y) на подгруппу H2 также удовлетворяют уравнению (10.23), по

лемме 10.1 линейные формы L′
1 и L′

2 независимы. Поскольку H2
∼= G∗

2 и группа G2 не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T, то по теореме 10.3, примененной к к группе G2, мы

получаем что µ′1, µ
′
2 ∈ Γ(G2). Следовательно, µ1, µ2 ∈ Γ(X).

3. Группа X содержит подгруппу G2
∼= T2. По теореме 1.17.1 подгруппа G2 является топо-

логическим прямым сомножителем в X, т.е. X = G1 × G2. Пусть автоморфизм α ∈ Aut(T2)

определяется матрицей α =

(
0 1

1 −1

)
(см. 1.14(e)). Поскольку det(I −α) = 1, то I −α ∈ Aut(T2).

В силу изоморфизма G2
∼= T2 мы можем считать, что α ∈ Aut(G2). Сохраняя обозначения для

элементов группы X, использованные при рассмотрения случая 2, положим δ(g1, g2) = (g1, αg2).

Тогда автоморфизм δ искомый. Действительно, рассуждая так же, как в случае 2, проверяем, что

если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с такими распределе-

ниями µ1 и µ2, характеристические функции которых не обращаются в нуль, то из независимости

линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 следует, что µ1, µ2 ∈ Γ(X). Вместо теоремы 10.3 в

этом случае нужно использовать теорему 10.12. �

Теорема 10.16 точна. Именно, справедливо следующее утверждение.

10.17. Предложение. Пусть либо X = T, либо X = T × Z(2) и αj , βj ∈ Aut(X), j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – такие автоморфизмы, что не все автоморфизмы αjβj
−1 равны. Тогда суще-

ствуют независимые случайные величины ξj со значениями в группе X, имеющие распределения

µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями такие, что линейные формы

L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы, но все распределения µj ̸∈ Γ(X).

Доказательство. Очевидно, что группа Aut(X) состоит лишь из двух автоморфизмов

Aut(X) = {±I}. Ограничимся доказательством предложения для группы X = T. Случай, когда

X = T×Z(2), рассматривается аналогично. Не ограничивая общности можно считать, что линей-

ные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ · · ·+ξn и L2 = ξ1+ · · ·+ξm−ξm+1−· · ·−ξn, 1 ≤ m < n.

Поскольку Y ∼= Z, то элементы группы Y будем обозначать через k ∈ Z.

Рассмотрим на группе Y функции

f(k) =

exp{−ak2/m}, если k ∈ Z(2),

exp{−(ak2 − 1)/m}, если k /∈ Z(2)
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и

g(k) =

exp{−ak2/(n−m)}, если k ∈ Z(2),

exp{−(ak2 + 1)/(n−m)}, если k /∈ Z(2).

Выберем a > 0 таким образом, чтобы были выполнены неравенства∑
k∈Z, k ̸=0

f(k) < 1,
∑

k∈Z, k ̸=0

g(k) < 1.

Отсюда следует, что

ρ(eit) = 1 +
∑

k∈Z, k ̸=0

f(k)e−ikt > 0, τ(eit) =
∑

k∈Z, k ̸=0

g(k)e−ikt > 0.

Тогда f(k) и g(k) являются характеристическими функциями некоторых распределений µ, ν ∈
M1(T), имеющих плотности ρ(eit) и τ(eit) относительно mT. Пусть ξj – независимые случайные

величины со значениями в группе T и с распределениями µj = µ, j = 1, 2, . . . ,m и µj = ν, j =

m+1,m+2, . . . , n. Очевидно, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

m∏
j=1

µ̂j(k + l)
n∏

j=m+1

µ̂j(k − l) =
n∏

j=1

µ̂j(k)
m∏
j=1

µ̂j(l)
n∏

j=m+1

µ̂j(−l), k, l ∈ Z.

Из леммы 10.1 вытекает, что линейные формы L1 и L2 независимы. В то же время, все µj ̸∈ Γ(T).
�

Мы дополним теорему 10.16 следующим утверждением.

10.18. Предложение. Пусть группа X такая же, как в теореме 10.16, т.е. X ̸∼= T и X ̸∼=
T× Z(2). Предположим также, что группа X удовлетворяет условиям:

(i) cX ̸= {0},
(ii) cX ̸∼= T.

Тогда автоморфизм δ ∈ Aut(X) в теореме 10.16 можно выбрать таким образом, чтобы было

справедливо следующее утверждение: существуют невырожденные распределения µ1,µ2 ∈ Γ(X)

такие, что если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µ1 и µ2, то линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы.

Доказательство. Для доказательства предложения используем схему доказательства тео-

ремы 10.16. Рассмотрим те же самые 3 случая.

1. Группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. Поскольку по условию

cX ̸= {0}, то по замечанию 3.12 существует невырожденное распределение γ ∈ Γ(X). Из 2.16(ii)

следует, что характеристическая функция γ̂(y) удовлетворяет уравнению

γ̂(u+ v)γ̂(u− v) = γ̂(u)2γ̂(v)γ̂(−v), u, v ∈ Y. (10.33)

Положим δ = −I и µ1 = µ2 = γ. По лемме 10.1 из (10.33) следует, что если ξ1 и ξ2 независимые

одинаково распределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением

γ, то линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2 независимы.

2. Группа X содержит подгруппу G1
∼= T и X не содержит подгруппы, топологически изо-

морфной двумерному тору T2. По теореме 1.17.1 подгруппа G1 является топологическим прямым
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сомножителем в X, т.е. X = G1 ×G2, где подгруппа G2 не содержит подгруппы, топологически

изоморфной T. Из (ii) следует, что cG2 ̸= {0}. Обозначим через x = (g1, g2), gj ∈ Gj , j = 1, 2,

элементы группы X. Принимая во внимание рассуждения, использованные при рассмотрении

случая 1, мы можем положить δ(g1, g2) = (g1,−g2), и µ1 = µ2 = γ, где γ – невырожденное

гауссовское распределение на G2.

3. Группа X содержит подгруппу G2
∼= T2. По теореме 1.17.1 подгруппа G2 является то-

пологическим прямым сомножителем в X, т.е. X = G1 × G2. Обозначим H2 = G∗
2. Поскольку

G2
∼= T2, то H2

∼= Z2. Обозначим элементы группы H2 через (m,n), m, n ∈ Z. Пусть автоморфизм

α ∈ Aut(G2) такой же, как в случае 3 теоремы 10.16. Пусть µ1 и µ2 – гауссовские распределения

на группе G2 с характеристическими функциями

µ̂1(m,n) = {−σ(t0m− n)2}, µ̂2(m,n) = {−σt0(t0m− n)2}, (m,n) ∈ H2,

где t0 =
√
5− 1

2
. Несложно непосредственно проверить, что характеристические функции µ̂j(y)

удовлетворяют уравнению

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ α̃v) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(α̃v), u, v ∈ H2.

Пусть автоморфизм δ ∈ Aut(X) такой же, как в случае 3 теоремы 10.16. Если рассматривать

µ1 и µ2, как гауссовские распределения на группе X, то легко видеть, что характеристические

функции µ̂1(y) и µ̂2(y) удовлетворяют уравнению (10.23). По лемме 10.1, если ξ1 и ξ2 – независи-

мые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2, то линейные

формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. �

10.19. Замечание. Доказательство группового аналога теоремы Скитовича–Дармуа в предпо-

ложении, что характеристические функции рассматриваемых случайных величин не обращаются

в нуль (теорема 10.3), опирается на групповой аналог теоремы Крамера (теорема 4.6). Также, как

и в классической ситуации, групповой аналог теоремы Крамера вытекает из следующего частного

случая теоремы Скитовича–Дармуа.

(α) Пусть ξj , j = 1, 2, 3, 4, – независимые случайные величины со значениями в группе X,

имеющие распределения µ1 = µ3, µ2 = µ4 с необращающимися в нуль характеристическими

функциями. Тогда из независимости линейных форм L1 = ξ1+ ξ2+ ξ3+ ξ4 и L2 = ξ1+ ξ2− ξ3− ξ4
вытекает, что распределения µ1, µ2 ∈ Γ(X).

Действительно, пусть ξ1 и ξ2 независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µ1 и µ2. Предположим, что сумма ξ1 + ξ2 имеет гауссовское распределение,

т.е. в силу (2.1) γ = µ1 ∗µ2 ∈ Γ(X). Выберем случайные величины ξ3 и ξ4 равнораспределенными

соответственно с ξ1 и ξ2 так, чтобы все случайные величины ξj были независимы. Поскольку

случайные величины η1 = ξ1 + ξ2 и η2 = ξ3 + ξ4 имеют одно и то же распределение γ ∈ Γ(X), то

по лемме 7.1 линейные формы L1 = (ξ1 + ξ2) + (ξ3 + ξ4) и L2 = (ξ1 + ξ2) − (ξ3 + ξ4) независимы.

Из (α) вытекает тогда, что распределения µ1, µ2 ∈ Γ(X).

В свою очередь, утверждение (α) следует из группового аналога теоремы Крамера. Для до-

казательства заметим, что по лемме 10.1 независимость линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 и
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L2 = ξ1 + ξ2 − ξ3 − ξ4 эквивалентна тому, что характеристические функции µj(y) удовлетворяют

уравнению 10.1(i), которое принимает вид

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ v)µ̂1(u− v)µ̂2(u− v) = µ̂21(u)µ̂
2
2(u)µ̂1(v)µ̂1(−v)µ̂2(v)µ̂2(−v), u, v ∈ Y. (10.34)

Положим γ = µ1 ∗µ2 ∗ µ̄1 ∗ µ̄2. Из 2.7(c), 2.7(d) и (10.34) следует, что характеристическая функция

γ̂(y) удовлетворяет уравнению

γ̂(u+ v)γ̂(u− v) = γ̂2(u)γ̂2(v), u, v ∈ Y. (10.35)

Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что γ̂(y) > 0 и положим φ(y) = − log γ̂(y). Из уравнения (10.35)

следует, что функция φ(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii). Поэтому γ ∈ Γ(X). По теореме 4.6

отсюда следует, что и µj ∈ Γ(X), j = 1, 2. Утверждение (α) доказано.

Таким образом, класс групп, для которого справедлива теорема 4.6, и класс групп, для кото-

рого справедливо утверждение (α), совпадают.

§11. Теорема Скитовича–Дармуа на двумерном торе T2

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности.

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X,

имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Пусть

αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Согласно теореме 10.3, если группа X не

содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то из независимости линейных форм L1 =

α1ξ1+· · ·+αnξn и L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn вытекает, что все распределения µj ∈ Γ(X). Если же группа

X содержит подгруппу, топологически изоморфную T, то указанное утверждение, вообще говоря,

неверно (см. замечание 10.4). Поэтому для таких групп возникает задача описания возможных

распределений µj независимых случайных величин ξj при условии, что линейные формы L1

и L2 независимы. В этом параграфе мы решаем эту задачу для двух независимых случайных

величин, принимающих значения в двумерном торе X = T2. Из основного результата параграфа

вытекает, в частности, полное описание топологических автоморфизмов αj , βj двумерного тора

T2, которые обладают тем свойством, что из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и

L2 = β1ξ1+β2ξ2 вытекает, что случайные величины ξ1 и ξ2 – гауссовские. Более того, оказывается,

что возникающие при этом гауссовские распределения не произвольны. Они либо вырождены,

либо сосредоточены на классах смежности плотных однопараметрических подгрупп в двумерном

торе T2.

11.1. Обозначения. Пусть X = T2. Элементы группы X будем обозначать через x =

(z, w), z, w ∈ T. Мы имеем Y ∼= Z2. Элементы группы Y будем обозначать через y = (m,n), m, n ∈
Z. Из определения 3.1 гауссовского распределения на локально компактной абелевой группе сле-

дует, что характеристическая функция гауссовского распределения на двумерном торе T2 имеет

вид

γ̂(y) = (x, y) exp{−⟨Ay, y⟩}, y ∈ Y,

где x ∈ T2, A = (aij)
2
i,j=1 — симметричная неотрицательно определенная матрица. Согласно

1.14(e), каждый автоморфизм δ ∈ Aut(T2) определяется целочисленной матрицей

(
a b

c d

)
, где
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|ad− bc| = 1, и δ действует на T2 следующим образом

δ(z, w) = (zawc, zbwd), (z, w) ∈ T2,

а сопряженный автоморфизм ε = δ̃ ∈ Aut(Y ) имеет вид

ε(m,n) = (am+ bn, cm+ dn), (m,n) ∈ Y.

Мы будем отождествлять автоморфизмы δ и ε с матрицей

(
a b

c d

)
.

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распреде-

лениями µ1 и µ2, а αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Как отмечено в начале

доказательства теоремы 10.12, изучение возможных распределений µj при условии, что линейные

формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 независимы, сводится к случаю, когда L1 = ξ1 + ξ2 и

L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X).

Для доказательства основной теоремы этого параграфа нам понадобится ряд лемм.

11.2. Лемма. Пусть ε =

(
a b

c d

)
∈ Aut(Z2) и λ1, λ2 — собственные значения матрицы ε.

Рассмотрим уравнение

(i) A+Bε = 0,

где A = (aij)
2
i,j=1 и B = (bij)

2
i,j=1 — симметричные неотрицательно определенные матрицы.

Тогда справедливы следующие утверждения:

(Ia) Если λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 > −2, то единственным решением уравнения (i) является

решение A = B = 0.

(Ib) Если λ1λ2 = −1 и λ1 + λ2 ̸= 0, то уравнение (i) имеет ненулевые решения. Все решения

уравнения (i) обладают тем свойством, что detA = detB = 0 и Ker A ∩ Z2 = {0}.
(IIa) Если либо λ1 = λ2 = −1 и ε ̸= −I, либо λ1 = 1, λ2 = −1, то уравнение (i) имеет

ненулевые решения. Все решения уравнения (i), обладают тем свойством, что A = B, detA = 0

и Ker A ∩ Z2 ̸= {0}.
(IIb) Если либо ε = −I, либо λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 < −2, то существует такое решение

уравнения (i), что detA = detB > 0.

Доказательство. Заметим, что уравнение (i) имеет ненулевое решение тогда и только тогда,

когда ненулевое решение имеет система уравнений и неравенств относительно bij :

b11 ≥ 0, b22 ≥ 0, (11.1)

b11b22 − b212 ≥ 0 (11.2)

b11b+ b12d = b12a+ b22c, (11.3)

b11a+ b12c ≤ 0, b12b+ b22d ≤ 0, (11.4)

(b11a+ b12c)(b12b+ b22d)− (b12a+ b22c)
2 ≥ 0. (11.5)

Нахождение решений этой системы элементарно, но достаточно громоздко, и мы разобьем его

на несколько пунктов.
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1. det ε = 1, т.е.

ad− bc = 1. (11.6)

Отметим, что из условия (11.6) вытекает равносильность неравенств (11.2) и (11.5).

1.A. a ̸= d. В этом случае bc ̸= 0. Из уравнения (11.3) получаем

b12 = (b11b− b22c)/(a− d). (11.7)

Подставляя выражение для b12 из (11.7) в неравенство (11.2) и учитывая условие (11.6), находим

b2b211 − (a2 + d2 − 2)b11b22 + c2b222 ≤ 0. (11.8)

Из неравенства (11.8) следует, что либо b11 = b22 = 0, а тогда A = B = 0, либо b11b22 ̸= 0. Пусть

b11b22 ̸= 0. Обозначим t = b11/b22. Из неравенства (11.8) получаем

b2t2 − (a2 + d2 − 2)t+ c2 ≤ 0. (11.9)

Рассмотрим уравнение

b2t2 − (a2 + d2 − 2)t+ c2 = 0. (11.10)

Его дискриминант D = (a− d)2((a+ d)2 − 4).

(i). (a + d)2 < 4. Тогда D < 0. Уравнение (11.10), а значит, и неравенство (11.9) не имеют

решений. Следовательно, уравнение (i) имеет только решение A = B = 0.

(ii). a + d = 2. Тогда D = 0 и a ̸= 1. Уравнение (11.10), а значит, и неравенство (11.9)

имеет единственное решение t = (a− 1)2/b2. Подставляя во второе неравенство системы (11.4)

выражение для b12 из (11.7) и учитывая (11.6), получаем

(b11b
2 − b22(a2 − 4a+ 3))/2(a− 1) ≤ 0.

Это неравенство противоречит равенству b11/b22 = (a− 1)2/b2. Значит, уравнение (i) имеет толь-

ко решение A = B = 0.

(iii). a + d = −2. Тогда D = 0 и a ̸= −1. Уравнение (11.10), а значит, и неравенство (11.9)

имеет единственное решение t = (a+ 1)2/b2. Подставляя в систему (11.4) выражение для b12 из

(11.7) и учитывая условие (11.6), получаем

b11(a
2 − 1)− b22c2

2(a+ 1)
≤ 0,

b11b
2 − b22(a2 + 4a+ 3)

2(a+ 1)
≤ 0. (11.11)

Поскольку

b11/b22 = (a+ 1)2/b2, (11.12)

то легко проверить, что система неравенств (11.11) выполнена при любых b11 > 0, b22 > 0,

удовлетворяющих (11.12). В этом случае все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
(a+ 1)2/b2 (a+ 1)/b

(a+ 1)/b 1

)
,

где σ ≥ 0. Очевидно, что detA = 0 и Ker A ∩ Z2 ̸= {0}.
(iv). (a+ d)2 > 4 и a > d. Тогда D > 0 и уравнение (11.10) имеет решения

t1 =
a2 + d2 − 2− (a− d)

√
(a+ d)2 − 4

2b2
, t2 =

a2 + d2 − 2 + (a− d)
√

(a+ d)2 − 4

2b2
. (11.13)
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Значит, решением неравенства (11.9) является сегмент t ∈ [t1, t2]. Очевидно, что t1 > 0. Под-

ставляя в систему (11.4) выражение для b12 из (11.7), учитывая (11.6) и равенство t = b11/b22,

получаем

t(a2 − 1)− c2 ≤ 0, tb2 − (d2 − 1) ≤ 0. (11.14)

Если a ∈ {0,±1}, то первое неравенство системы (11.14) выполнено при t ∈ [t1, t2] и система

(11.14) при t ∈ [t1, t2] равносильна неравенству

t ≤ (d2 − 1)/b2. (11.15)

Пусть a /∈ {0,±1}. Заметим, что из условия (11.6) следует, что выполнено неравенство (d2−1)/b2 ≤
c2/(a2 − 1), а значит, и в этом случае система (11.14) также равносильна неравенству (11.15).

Очевидно, что если a+d > 2, то t1 > (d2−1)/b2. Следовательно, неравенство (11.15) не имеет

решений на интервале [t1, t2], а значит, уравнение (i) имеет лишь решение A = B = 0. Если же

a + d < −2, то t2 < (d2 − 1)/b2. Поэтому неравенство (11.14) выполнено при всех t ∈ [t1, t2]. Из

сказанного вытекает, что все ненулевые решения уравнения (i) имеют вид

B = σ

(
t (bt− c)/(a− d)

(bt− c)/(a− d) 1

)
, A = −Bε,

где t1 ≤ t ≤ t2, σ > 0. Причем при t1 < t < t2 выполнено detA = detB > 0, а если t = t1, либо

t = t2, то выполнено detA = detB = 0. Как следует из (11.13) числа tj иррациональны. Поэтому

в последнем случае KerA ∩ Z2 = {0}.
(v). (a+ d)2 > 4 и a < d. Обозначая t = b22/b11, переходя от неравенства (11.8) к неравенству

c2t2 − (a2 + d2 − 2)t + b2 ≤ 0, и рассуждая аналогично тому, как в случае (iv), получаем, что

если a+ d > 2, то уравнение (i) имеет лишь решение A = B = 0, а если a+ d < −2, то уравнение

(i) имеет такое решение, что detA = detB > 0.

1.B. a = d. Из уравнения (11.3) получаем

b11b = b22c. (11.16)

(i). bc < 0. Тогда a = 0, а из уравнения (11.16) следует, что b11 = b22 = 0. Значит, уравнение (i)

имеет только решение A = B = 0.

(ii). bc > 0. Тогда, очевидно, |a| ≥ 2. Пусть a ≥ 2. Из первого неравенства системы (11.4)

следует, что b11 ≤ −cb12/a. Отсюда, учитывая уравнение (11.16), неравенство (11.2) и условие

(11.6), получаем b211 ≤ c2b212/a2 ≤ (a2 − 1)b211/a
2. Следовательно, b11 = b22 = 0. Значит, уравнение

(i) имеет только решение A = B = 0.

Пусть a ≤ −2. Заметим, что если b11 = 0, то b22 = 0, а следовательно A = B = 0. Пусть

b11 ̸= 0. Обозначим s = b12/b11. Легко видеть, что систему неравенств (11.2) и (11.4), учитывая

уравнение (11.16), можно переписать в виде

s2 ≤ b/c, a+ cs ≤ 0. (11.17)

Из условия (11.6) следует, что решением системы (11.17) является сегмент s ∈ [−
√
b/c,

√
b/c]. Из

сказанного вытекает, что все ненулевые решения уравнения (i) имеют вид

B = σ

(
1 s

s b/c

)
, A = −Bε,
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где−
√
b/c ≤ s ≤

√
b/c, σ > 0.Причем при−

√
b/c < s <

√
b/c выполнено detA = detB > 0, а при

s = ±
√
b/c выполнено detA = detB = 0. Отметим, что в последнем случае из иррациональности√

b/c следует, что Ker A ∩ Z2 = {0}.
(iii). b = 0, c ̸= 0. Заметим, что в этом случае a = ±1. Из уравнения (11.16) находим b22 = 0,

а значит, и b12 = 0. Поэтому из системы неравенств (11.4) вытекает, что b11a ≤ 0. Учитывая это,

получаем, что b11 = 0 при a = 1. Следовательно, уравнение (i) имеет только решение A = B = 0.

Если a = −1, то все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
1 0

0 0

)
, (11.18)

где σ ≥ 0. Очевидно, что detA = 0 и Ker A ∩ Z2 ̸= {0}.
(iv). c = 0, b ̸= 0. Заметим, что в этом случае a = ±1. Из уравнения (11.16) находим b11 = 0,

а значит, и b12 = 0. Поэтому из системы неравенств (11.4) вытекает, что b22a ≤ 0. Учитывая это,

получаем, что b22 = 0 при a = 1. Следовательно, уравнение (i) имеет только решение A = B = 0.

Если a = −1, то все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
0 0

0 1

)
, (11.19)

где σ ≥ 0. Очевидно, что detA = 0 и Ker A ∩ Z2 ̸= {0}.
(v). b = c = 0. В этом случае ε = ±I, и утверждение леммы очевидно.

2. det ε = −1, т.е.

ad− bc = −1. (11.20)

Из условия (11.20) вытекает, что если матрицы A и B удовлетворяют уравнению (i), то detA =

detB = 0. Следовательно, неравенство (11.2) переходит в уравнение

b11b22 − b212 = 0, (11.21)

а неравенство (11.5) переходит в уравнение

(b11a+ b12c)(b12b+ b22d)− (b12a+ b22c)
2 = 0. (11.22)

При этом уравнения (11.21) и (11.22) равносильны. Уравнение (i) имеет ненулевое решение тогда

и только тогда, когда ненулевое решение имеет система уравнений и неравенств (11.1), (11.3),

(11.4) и (11.21).

2.A. a ̸= ±d. Заметим, что из a ̸= −d следует, что bc ̸= 0. Подставляя выражение для b12 из

(11.7) в уравнение (11.21) и учитывая условие (11.20), получаем

b2b211 − (a2 + d2 + 2)b11b22 + c2b222 = 0. (11.23)

Из уравнения (11.23) следует, что либо b11 = b22 = 0, а тогда A = B = 0, либо b11b22 ̸= 0. Пусть

b11b22 ̸= 0.

(i). a < d. Обозначим t = b11/b22. Из уравнения (11.23) получаем

b2t2 − (a2 + d2 + 2)t+ c2 = 0. (11.24)
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Решения уравнения (11.24) имеют вид

t1 =
a2 + d2 + 2− (a− d)

√
(a+ d)2 + 4

2b2
, t2 =

a2 + d2 + 2 + (a− d)
√

(a+ d)2 + 4

2b2
. (11.25)

С учетом условия (11.20), уравнения (11.7) и равенства t = b11/b22, систему неравенств (11.4)

можно переписать в виде

t ≥ c2/(a2 + 1), t ≥ (d2 + 1)/b2. (11.26)

Из условия (11.20) следует, что c2/(a2 + 1) ≤ (d2 + 1)/b2. Поэтому система (11.26) равносильна

неравенству t ≥ (d2 + 1)/b2. Легко видеть, что неравенство (11.26) выполнено при t = t1 и не

выполнено при t = t2. Отсюда вытекает, что у уравнения (i) существуют ненулевые решения и

все они имеют вид

B = σ

(
t1 (bt1 − c)/(a− d)

(bt1 − c)/(a− d) 1

)
, A = kB, (11.27)

где σ > 0, k = (
√

(a+ d)2 + 4− a− d)/2. Очевидно, что detA = detB = 0. Из (11.25) следует, что

t1 – иррациональное число. Поэтому Ker A ∩ Z2 = {0}.
(ii). a > d. Обозначая t = b22/b11, переходя от уравнения (11.23) к уравнению

c2t2 − (a2 + d2 + 2)t+ b2 = 0,

и рассуждая так же, как и в случае (i), мы доказываем, что у уравнения (i) существуют нену-

левые решения и все они обладают тем свойством, что detA = detB = 0 и Ker A ∩ Z2 = {0}.
2.B. a = d ̸= 0. Заметим, что в этом случае bc > 0. Из уравнений (11.16) и (11.21) получаем

b212− bb211/c = 0, а следовательно, b12 = ±b11
√
b/c. Учитывая систему неравенств (11.4), находим,

что b12 = −b11
√
b/c. Отсюда вытекает, что у уравнения (i) существуют ненулевые решения и все

они имеют вид

B = σ

(
1 −

√
b/c

−
√
b/c b/c

)
, A = kB,

где σ > 0, k =
√
a2 + 1−a. Очевидно, что detA = detB = 0. Из иррациональности

√
b/c следует,

что Ker A ∩ Z2 = {0}.
2.C. a = −d ̸= 0. Отсюда, a ̸= d. Тогда выполнено (11.7), а следовательно, и (11.23).

(i). a < 0, b ̸= 0. Из уравнения (11.23) следует, что если b22 = 0, то b11 = 0, а тогда A = B = 0.

Пусть b22 ̸= 0. Обозначая t = b11/b22 и рассуждая так же, как в случае 2.A(i), проверяем, что

все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
(a− 1)2/b2 (a− 1)/b

(a− 1)/b 1

)
,

где σ ≥ 0.

(ii). a < 0, b = 0. Тогда из условия (11.20) следует, что a = −1. Из второго неравенства

системы (11.4) вытекает, что b22 = 0, а значит, b12 = 0. Следовательно, все решения уравнения

(i) имеют вид (11.18).

(iii). a > 0, c ̸= 0. Из уравнения (11.23) следует, что если b11 = 0, то b22 = 0, а тогда

A = B = 0. Пусть b11 ̸= 0. Обозначая t = b22/b11 и рассуждая так же, как в случае 2.A(ii),
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проверяем, что все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
1 −(a+ 1)/c

−(a+ 1)/c (a+ 1)2/c2

)
,

где σ ≥ 0.

(iv). a > 0, c = 0. Тогда из условия (11.20) следует, что a = 1. Из первого неравенства

системы (11.4) вытекает, что b11 = 0, а значит, b12 = 0. Следовательно, все решения уравнения

(i) имеют вид (11.19).

2.D. a = d = 0. Тогда bc = 1, а значит, либо b = c = 1, либо b = c = −1. Из уравнения (11.16)

находим b11 = b22. Тогда из уравнения (11.21) получаем, что b222 = b212. Из системы неравенств

(11.4) следует, что в случае b = c = 1 все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
1 −1
−1 1

)
,

где σ ≥ 0, а в случае b = c = −1 все решения уравнения (i) имеют вид

A = B = σ

(
1 1

1 1

)
,

где σ ≥ 0.

Очевидно, что в случаях 2.C и 2.D detA = 0 и Ker A ∩ Z2 ̸= {0}.
Чтобы завершить доказательство леммы, остается заметить, что λ1λ2 = det ε и λ1+λ2 = a+d.

�

11.3. Лемма. Пусть ε =

(
a b

c d

)
∈ Aut(Z2), λ1 и λ2 — собственные значения матрицы ε.

Ядро Ker(ε− I) ̸= {0} тогда и только тогда, когда либо λ1 = λ2 = 1, либо λ1 = 1, λ2 = −1. При

этом либо ε =

(
a b

c 2− a

)
, det ε = 1, либо ε =

(
a b

c −a

)
, det ε = −1 соответственно.

Доказательство. Очевидно. �

11.4. Лемма. Пусть симметричные неотрицательно определенные матрицы A = (aij)
2
i,j=1

и B = (bij)
2
i,j=1 удовлетворяют уравнению 11.2(i) и detA = 0. Тогда B = kA, где k > 0.

Доказательство. Из уравнения 11.2(i) следует, что неравенства a11a22 ̸= 0 и b11b22 ̸= 0

равносильны. Пусть a11a22 ̸= 0. Тогда матрицы A и B можно записать в виде A = x2

(
t2 t

t 1

)

и B = y2

(
s2 s

s 1

)
, где xy ̸= 0. Пусть ε =

(
a b

c d

)
∈ Aut(Z2). Подставляя в уравнение 11.2(i)

выражения для A, B и ε, получим, что

x2

(
t2 t

t 1

)
+ y2

(
as2 + cs bs2 + ds

as+ c bs+ d

)
= 0.

Отсюда, в частности, вытекает, что должны быть выполнены равенства

x2 = −y2(bs+ d), x2t = −y2s(bs+ d).
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Следовательно, t = s, а значит, B = kA, где k > 0. В случае, когда a11a22 = 0, утверждение

леммы очевидно. �

Докажем теперь основную теорему этого параграфа.

11.5. Теорема. Пусть X = T2, δ ∈ Aut(X) и λ1, λ2 — собственные значения матрицы

δ =

(
a b

c d

)
. Тогда справедливы следующие утверждения.

(I) Пусть δ ̸= −I и либо λ1λ2 = −1, либо λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 ≥ −2. Пусть ξ1 и ξ2 –

независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2

с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Предположим, что линейные

формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. Тогда:

(Ia) если λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 > −2, то µj – вырожденные распределения;

(Ib) если λ1λ2 = −1 и λ1 + λ2 ̸= 0, то µj — гауссовские распределения, сосредоточенные на

классах смежности одной и той же плотной в X однопараметрической подгруппы;

(Ic) если либо λ1 = λ2 = −1 и δ ̸= −I, либо λ1 = 1, λ2 = −1, то µj = Exj ∗ γ ∗ πj, где

xj ∈ X, γ ∈ Γ(K), K – подгруппа в X, топологически изоморфная T, πj – заряды на F, F –

подгруппа в K, порожденная элементом порядка 2, и π1 ∗ π2 = E(1,1).

(II) Пусть либо δ = −I, либо λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 < −2. Тогда существуют независимые

случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 ̸∈ Γ(X)

такими, что линейные формы L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2 независимы. При этом распределения

µj имеют не обращающиеся в нуль характеристические функции и не обращающиеся в нуль

плотности относительно распределения Хаара mX .

Доказательство Обозначим ε = δ̃, L = Ker(I − ε). По лемме 10.1 независимость линейных

форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют урав-

нению 10.1(i), которое принимает вид (10.23). Докажем сначала утверждения (Ia), (Ib) и (Ic).

Возможны два случая: L ̸= {0} и L = {0}.
1. L ̸= {0}. Пусть δ ̸= I. Проверим вначале, что если L ̸= {0}, то существует такая подгруппа

K в X, топологически изоморфная T, что после подходящих сдвигов носители распределений µj
лежат в K, а ограничение автоморфизма δ на K является автоморфизмом подгруппы K.

Поскольку L — подгруппа в Y , инвариантная относительно автоморфизма ε, то можно рас-

смотреть ограничение уравнения (10.23) на L. Мы получим

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ v) = µ̂1(u)µ̂1(v)µ̂2(u)µ̂2(v), u, v ∈ L. (11.28)

Обозначим h(y) = µ̂1(y)µ̂2(y). Из (11.28) следует, что функция h(y) на подгруппе L удовлетворяет

уравнению h(u + v) = h(u)h(v), т.е. h(y) является характером подгруппы L. Из 2.7(e) вытекает,

что сужения функций µ̂1(y) и µ̂2(y) на L также являются характерами подгруппы L. Из теоремы

1.9.2 следует, что существуют элементы xj ∈ X такие, что µ̂j(y) = (xj , y), y ∈ L, j = 1, 2.

Заменяя, если это необходимо, распределения µj их сдвигами, мы можем считать с самого

начала, что µ̂1(y) = µ̂2(y) = 1, y ∈ L. Тогда по предложению 2.13 имеет место включение

σ(µj) ⊂ A(X,L), j = 1, 2. Положим K = A(X,L). Поскольку, очевидно, εL = L, то автоморфизм

ε индуцирует некоторый автоморфизм ε̂ на фактор-группе Y/L по формуле ε̂[y] = [εy], y ∈ [y].

По теоремам 1.9.1 и 1.9.2 K ∼= (Y/L)∗. Из сказанного следует, что ограничение автоморфизма δ
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на подгруппу K является автоморфизмом подгруппы K и совпадает с автоморфизмом, сопря-

женным к ε̂. Осталось доказать, что K ∼= T.

Так как ε ̸= I, то L ∼= Z. Пусть y0 = (p0, q0) — образующая группы L, т.е. L = {ky0 : k ∈ Z}.
Очевидно, что p0 и q0 взаимно просты. Тогда существуют целые числа m0 и n0 такие, что

p0n0 − q0m0 = 1. (11.29)

Пусть L′ = {kz0 : k ∈ Z}, где z0 = (m0, n0). Учитывая равенство (11.29), легко проверить, что

Y = L × L′. Поскольку L′ ∼= Z, то K ∼= (Y/L)∗ ∼= (L′)∗ ∼= T. Тем самым, задача редуцируется к

случаю, когда независимые случайные величины принимают значения в группе T.

Пусть выполнены условия: λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 > −2. Из леммы 11.3 и условия L ̸= {0}

вытекает, что ε =

(
a b

c 2− a

)
, det ε = 1. Покажем, что ε̂ = I. Для этого достаточно проверить, что

ε̂[z0] = [z0], т.е. что εz0−z0 ∈ L. Другими словами, что ε(εz0−z0) = εz0−z0. Но это непосредственно

вытекает из равенства det ε = 2a − a2 − bc = 1. Следовательно, ограничение автоморфизма δ на

подгруппу K — тождественный автоморфизм, и мы имеем независимые случайные величины ξ1

и ξ2 с распределениями µ1 и µ2, принимающие значения в подгруппе K, и линейные формы L1 =

ξ1+ξ2 и L2 = ξ1+ξ2 независимы. Очевидно, что в этом случае µj — вырожденные распределения.

Пусть δ = I. Тогда уравнение (10.23) переходит в уравнение (11.28), которое выполнено на всей

группе Y . Очевидно, что тогда µj — вырожденные распределения. Утверждение (Ia) в случае 1

доказано.

Пусть выполнены условия: λ1 = λ2 = −1 и ε ̸= −I, либо λ1 = 1, λ2 = −1. Из леммы

11.3 и условия L ̸= {0} вытекает, что ε =

(
a b

c −a

)
, det ε = −1. Проверим, что ε̂ = −I. Для

этого достаточно проверить, что ε̂[z0] = −[z0], т.е. что εz0 + z0 ∈ L. Другими словами, что

ε(εz0 + z0) = εz0 + z0. Но это непосредственно вытекает из равенства det ε = −a2 − bc = −1.
Следовательно, ограничение автоморфизма δ на подгруппу K совпадает с автоморфизмом −I.
Из следствия 8.6 вытекает, что µj = Exj ∗ γ ∗ πj , где xj ∈ X, γ ∈ Γ(K), πj – заряды на F , где F –

подгруппа в K, порожденная элементом порядка 2 и π1 ∗ π2 = E(1,1). Утверждение (Ic) в случае

1 доказано.

2. L = {0}. Обозначим H = (I − ε)Y . Тогда H ∼= Z2. Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d)

следует, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции ν̂j(y) также

удовлетворяют уравнению (10.23). Докажем вначале следующее утверждение.

(α). Если L = {0}, то на подгруппе H характеристические функции ν̂j(y) представимы в

виде

ν̂1(y) = exp{−⟨Ay, y⟩}, ν̂2(y) = exp{−⟨By, y⟩}, y ∈ H,

где A и B – симметричные неотрицательно определенные матрицы удовлетворяющие уравне-

нию 11.2(i).

Для доказательства положим φj(y) = − log ν̂j(y). Тогда из уравнения (10.23) следует, что

функции φj(y) удовлетворяют уравнению 10.10(i). По лемме 10.10 каждая из функций φj(y)

удовлетворяет уравнению 10.10(ii). Полагая в 10.10(ii) (I−ε)k = h, где h – произвольный элемент

подгруппы H, получаем, что на H функция φj(y) удовлетворяет уравнению

∆3
hφj(u) = 0, u, h ∈ H,
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а значит, φj(y) = φj(m,n) — многочлен на H степени ≤ 2. Заметим, что H ∼= Z2 и φj(y) ≥ 0,

φj(−y) = φj(y) для любого y ∈ Y , φj(0) = 0. Отсюда, учитывая замечание 5.12, получаем

представления

φ1(m,n) = a11m
2 + 2a12mn+ a22n

2 = ⟨Ay, y⟩, y = (m,n) ∈ H,

φ2(m,n) = b11m
2 + 2b12mn+ b22n

2 = ⟨By, y⟩, y = (m,n) ∈ H,

где A = (aij)
2
i,j=1, B = (bij)

2
i,j=1 — симметричные неотрицательно определенные матрицы. Рас-

сматривая уравнение 10.10(i) на H и подставляя выражения для φj(y) в 10.10(i), получаем, что

⟨u, (A+Bε)v⟩ = 0, u, v ∈ H. (11.30)

Так как H ∼= Z2, то из (11.30) вытекает, что матрицы A и B удовлетворяют уравнению 10.3(i).

Утверждение (α) доказано.

Пусть выполнены условия: λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 > −2. Применим (α). Поскольку матрицы A

и B удовлетворяют уравнению 11.2(i), то по лемме 11.2 A = B = 0 и, следовательно, ν̂j(y) = 1

при y ∈ H. Тогда по предложению 2.13 имеет место включение σ(νj) ⊂ A(X,H). Обозначим

K = A(X,H). Поскольку, очевидно, εH = H, то автоморфизм ε индуцирует некоторый авто-

морфизм ε̂ на фактор-группе Y/H по формуле ε̂[y] = [εy], y ∈ [y]. По теоремам 1.9.1 и 1.9.2

K ∼= (Y/H)∗. Из сказанного следует, что ограничение автоморфизма δ на подгруппу K является

автоморфизмом подгруппы K и совпадает с автоморфизмом, сопряженным к ε̂. Так как H ∼= Y ,

то Y/H — конечная группа. ПоэтомуK – конечная группа. Следовательно, группаK не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T. Пусть ξ′1 и ξ′2 – независимые случайные величины со

значениями в группе K и с распределениями νj . Применяя теорему 10.3 к группе K, получаем,

что νj ∈ Γ(K). В силу предложения 3.6 Γ(K) = D(K). Значит, νj – вырожденные распределения.

Следовательно, и µj – вырожденные распределения. Утверждение (Ia) доказано в случае 2, а

следовательно, полностью доказано.

Для доказательства (Ib) и (Ic) нам понадобится следующее утверждение.

(β). Положим γ = ν1 ∗ ν2. Тогда γ ∈ Γ(X).

Действительно, как установлено при доказательстве теоремы 10.3, из уравнения 10.12(i) вы-

текает, что функция P (y) = φ1(y) + φ2(y) удовлетворяет уравнению

∆3
hP (u) = 0, u, h ∈ Y.

Следовательно, P (y) = P (m,n) — многочлен на Y степени ≤ 2. Так как P (y) ≥ 0, P (−y) =

P (y), y ∈ Y , и P (0) = 0, то силу замечания 5.12 имеет место представление

P (m,n) = c11m
2 + 2c12mn+ c22n

2 = ⟨Cy, y⟩, y = (m,n) ∈ Y,

где C = (Cij)
2
i,j=1 — симметричная неотрицательно определенная матрица. Следовательно утвер-

ждение (β) вытекает из 2.7(b) и 2.7(c).

Пусть выполнены условия: λ1λ2 = −1 и λ1 + λ2 ̸= 0. Применим (α). Так как матрицы A и

B удовлетворяют уравнению 11.2(i), то по лемме 11.2 у уравнения 11.2(i) существуют ненулевые

решения, и все ненулевые решения уравнения 11.2(i) обладают тем свойством, что detA = detB =

0 и Ker A∩Z2 = {0}. Очевидно, что тогда a11a22 ̸= 0. Мы имеем ⟨Ay, y⟩ = (
√
a11m±

√
a22n)

2, y =
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(m,n). Пусть для определенности ⟨Ay, y⟩ = (
√
a11m+

√
a22n)

2. Из (α), (β) и леммы 11.4 следует,

что ⟨Cy, y⟩ = q(
√
a11/a22m + n)2, q > 0, при y ∈ H, а так как H ∼= Z2, то и при y ∈ Y . Из

Ker A ∩ Z2 = {0} вытекает, что
√
a11/a22 – иррациональное число. Пусть γ = ν1 ∗ ν2. Тогда

γ̂(m,n) = exp{−q(
√
a11/a22m+ n)2}.

Рассмотрим гауссовское распределение ϱ на группе R с характеристической функцией ϱ̂(s) =

exp{−qs2}. Пусть τ : Y 7→ R — гомоморфизм, определяемый формулой τ(m,n) =
√
a11/a22m+n.

Обозначим через p = τ̃ : R 7→ X – сопряженный гомоморфизм. Из предложения 2.10 и 2.7(b)

следует, что γ = p(ϱ). Так как
√
a11/a22 — иррациональное число, то τ , очевидно, мономорфизм.

В силу 1.13(a) и 1.13(b) образ p(R) плотен в X. Таким образом, распределение γ сосредоточено

на плотной однопараметрической подгруппе V = p(R) ⊂ X. Поскольку γ = µ1 ∗ µ̄1 ∗µ2 ∗ µ̄2, то по

предложению 2.2 распределения µj можно так заменить их сдвигами µ′j , что

γ = µ′1 ∗ µ̄′1 ∗ µ′2 ∗ µ̄′2,

а распределения µ′j сосредоточены на подгруппе V . Так как образ τ(Y ), очевидно, плотен в R, то

в силу 1.13 (b) p — мономорфизм. По следствию 2.5 отсюда следует, что ϱ = ϱ1 ∗ ϱ1 ∗ ϱ2 ∗ ϱ2, где

ϱj = p−1(µ′j). Из теоремы Крамера вытекает, что ϱj ∈ Γ(R), но тогда µ′j = p(ϱj) ∈ Γ(X), а значит,

µj ∈ Γ(X). Утверждение (Ib) доказано.

Предположим теперь, что выполнены условия: либо λ1 = λ2 = −1 и δ ̸= −I, либо λ1 = 1, λ2 =

−1. Применим (α). Поскольку матрицы A и B удовлетворяют уравнению 11.2(i), то по лемме

11.2 у уравнения 11.2(i) существуют ненулевые решения, и все ненулевые решения уравнения

11.2(i) обладают тем свойством, что A = B, detA = 0 и M = KerA ∩ Z2 ̸= {0}. Так как A = B,

то из (α) и (β) вытекает, что

γ̂(y) = exp{−2⟨Ay, y⟩}, y ∈ H. (11.31)

Поскольку H ∼= Y , то представление (11.31) справедливо и при y ∈ Y . Поэтому γ̂(y) = 1 при

y ∈ M , а значит по предложению 2.13 имеет место включение σ(γ) ⊂ A(X,M). Обозначим

K = A(X,M). По предложению 2.2 распределения µj можно заменить их сдвигами µ′j так, чтобы

σ(µ′j) ⊂ K. Легко видеть, что M ∼= Z и существует такая подгруппа M ′ ⊂ Y , что Y = M ×M ′.

Очевидно,что K ∼= T. Так как A = B, то A+ Aε = 0. Следовательно, ε(M) ⊂ M и ε−1(M) ⊂ M ,

а значит, ε(M) = M . Поэтому ограничение автоморфизма ε на подгруппу M является автомор-

физмом подгруппы M и автоморфизм ε индуцирует некоторый автоморфизм ε̂ на фактор-группе

Y/M по формуле ε̂[y] = [εy], y ∈ [y]. Из A(I + ε) = 0 следует, что y + εy ∈ M для любого y ∈ Y .

Отсюда [y + εy] = 0 для любого y ∈ Y , а, следовательно, ε̂[y] = −[y]. Поскольку ε̂ является

автоморфизмом, сопряженным к сужению автоморфизма δ на K, то ограничение автоморфизма

δ на K совпадает с −I. Из следствия 8.6 вытекает, что µj = Exj ∗ γ ∗πj , где xj ∈ X, γ ∈ Γ(K), πj

– заряды на F , где F – подгруппа в K, порожденная элементом порядка 2 и π1 ∗ π2 = E(1,1).

Утверждение (Ic) доказано в случае 2, а следовательно, полностью доказано.

Докажем теперь утверждение (II). Обозначим H = (I−ε)Y . Пусть выполнены условия: либо

δ = −I, либо λ1λ2 = 1 и λ1 + λ2 < −2. Тогда, как следует из леммы 11.2, существует такое

решение уравнения 11.2(i), что detA = detB > 0. Отметим, что при этом I − ε /∈ Aut(Y ). Пусть

νj – гауссовские распределения на X с характеристическими функциями ν̂j(y) = exp{−φj(y)},
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где φ1(y) = ⟨Ay, y⟩, φ2(y) = ⟨By, y⟩. Очевидно, что характеристические функции ν̂j(y) удовле-

творяют уравнению (10.23). Положим G = A(X,H). Так как I − ε /∈ Aut(Y ), то H ̸= Y , и,

следовательно, G ̸= {0}. Возьмем 0 < r < 1 и рассмотрим распределение π1 = rE(1,1) + (1− r)mG

и заряд π2 = (1/r)E(1,1) + (1− 1/r)mG. В силу теоремы 1.9.1 H = A(Y,G). Из 2.14(i) следует, что

m̂G(y) =

1, если y ∈ H,

0, если y ̸∈ H.

Поэтому характеристические функции π̂j(y) имеют вид

π̂1(y) =

1, если y ∈ H,

r, если y ̸∈ H,
π̂2(y) =

1, если y ∈ H,

1/r, если y ̸∈ H.

Проверим, что функции π̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.23). Так как ε(H) = H, то

π̂1(u)π̂1(v)π̂2(u)π̂2(εv) = 1 при любых u, v ∈ Y , и следовательно, правая часть уравнения (10.23)

равна 1. Предположим, что существуют u, v ∈ Y такие, что π̂1(u + v)π̂2(u + εv) ̸= 1. Тогда либо

u + v ∈ H,u + εv ̸∈ H, либо u + v ̸∈ H,u + εv ∈ H. В каждом из этих случаев получаем, что

(I − ε)v ̸∈ H, что невозможно. Таким образом, левая часть уравнения (10.23) также равна 1.

Следовательно, функции π̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.23).

Пусть k – натуральное число. Рассмотрим функции gj(y) = (ν̂j(y))
kπ̂j(y). Функции gj(y) также

удовлетворяют уравнению (10.23). Выберем k столь большим, чтобы∑
(m,n)∈Z2, (m,n)̸=(0,0)

gj(m,n) < 1.

Так как detA = detB > 0, то это всегда можно сделать. Отсюда следует, что выполнено нера-

венство

ρj(z, w) = 1 +
∑

(m,n)∈Z2, (m,n) ̸=(0,0)

gj(m,n)zmwn > 0, (z, w) ∈ X.

Очевидно также, что ∫
X

ρj(z, w)dmX(z, w) = 1.

Пусть µj – распределение на X с плотностью ρj(z, w) относительно распределения Хаара mX .

Очевидно, что µ̂j(y) = gj(y) и µj ̸∈ Γ(X). Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µj . Поскольку характеристические функции

µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.23), то по лемме 10.1 линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 =

ξ1 + δξ2 независимы. Утверждение (II) доказано. Теорема полностью доказана. �

11.6. Замечание. Пусть X = T2, δ ∈ Aut(X) и λ1, λ2 — собственные значения матрицы

δ =

(
a b

c d

)
.

Пусть выполнены условия: λ1λ2 = −1 и λ1 + λ2 ̸= 0. Пусть A и B – ненулевое решение

уравнения 11.2(i), существующее по лемме 11.2. Рассмотрим гауссовские распределения µ1 и µ2

на группе X с характеристическими функциями

µ̂1(y) = exp{−⟨Ay, y⟩}, µ̂2(y) = exp{−⟨By, y⟩}, y ∈ Y.
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Тогда, очевидно, характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.23). По лемме

10.1 отсюда следует, что при выполнении предположений утверждения (Ib) существуют невырож-

денные гауссовские распределения µ1 и µ2, сосредоточенные на классах смежности одной и той

же плотной в X однопараметрической подгруппы, обладающие следующим свойством: если ξ1 и

ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2,

то линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы.

Пусть выполнены условия: λ1 = λ2 = −1 и δ ̸= −I, либо λ1 = 1, λ2 = −1. Пусть A = B –

ненулевое решение уравнения 11.2(i), существующее по лемме 11.2. Положим K = A(X,M), где

M = Ker A ∩ Z2 ̸= {0}. Тогда K ∼= T и ограничение автоморфизма δ на подгруппу K совпадает

с автоморфизмом −I. Пусть γ – гауссовское распределение на группе X с характеристической

функцией вида

γ̂(y) = exp{−⟨Ay, y⟩}, y ∈ Y.

Тогда характеристические функции γ̂j(y) = γ̂(y), j = 1, 2, удовлетворяют уравнению (10.23).

Пусть F – подгруппа в K, порожденная элементом порядка 2. Пусть 0 < a < 1. Рассмотрим

распределение π1 = aE(1,1) + (1 − a)mF и заряд π2 = (1/a)E(1,1) + (1 − 1/a)mF . Очевидно, что

π1 ∗ π2 = E(1,1). Легко видеть, что характеристические функции π̂j(y) удовлетворяют уравнению

(10.23). Положим µj = γ ∗ πj , j = 1, 2. Ясно, что при заданной матрице A можно выбрать число

a таким образом, чтобы µj были распределениями. Характеристические функции распределе-

ний µj также удовлетворяют уравнению (10.23). Учитывая лемму 10.1, отсюда следует, что при

выполнении предположений утверждения (Ic) существуют распределения µj вида µj = γ ∗πj , об-

ладающие следующим свойством: если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями

в группе X и с распределениями µj , то линейные формы L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2 независимы.

Таким образом, утверждения (Ib) и (Ic) в теореме 11.6 не могут быть усилены за счет сужения

в этих случаях класса распределений, характеризующихся независимостью линейных форм L1 =

ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2.

11.7. Замечание. Как установлено при доказательстве утверждения (Ib) теоремы 11.5, рас-

пределения µ1 и µ2 сосредоточены на классах смежности одной и той же плотной в X = T2

однопараметрической подгруппы V вида V = p(R). Используя полученные при доказательстве

леммы 11.2 представления для матрицы A (см. 2A, 2B в доказательстве леммы 11.2), нетруд-

но проверить, что δ(V ) = V . Мы ограничимся проведением соответствующего рассуждения для

случая 2A(i). Обозначим t0 = (bt1 − c)/(a − d), где t1 определено по формуле (11.25). Тогда

матрица A имеет вид

A = σ

(
t1 t0

t0 1

)
, σ > 0.

Поскольку detA = 0, то t20 = t1. Мы напомним, что p = τ̃ , где τ : Y 7→ R определяется по

формуле τ(m,n) = t0m+n. Найдем p. Пусть ps = (z, w), и следовательно, (ps, (m,n)) = zmwn, s ∈
R, (m,n) ∈ Y . С другой стороны, (ps, (m,n)) = (s, τ(m,n)) = (s, t0m+n) = eis(t0m+n) = eist0meisn.

Таким образом, zmwn = eist0meisn для любых (m,n) ∈ Y . Следовательно, ps = (eist0 , eis). Отсюда

вытекает, что δ(ps) = (eis(t0a+c), eis(t0b+d)). Проверим, что (t0a+c)/(t0b+d) = t0. Тем самым будет
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доказано, что δ(p(R) ⊂ R. Имеем,

t0(t0b+ d) = t20b+ t0d = bt1 + d
bt1 − c
a− d

=
abt1 − dc+ ac− ac

a− d
= t0a+ c.

Мы проверили, что δ(p(R) ⊂ R. Следовательно, δ(p(R) = R. Кроме того, легко видеть, что

p−1δp(s) = (t0b+ d)s.

Таким образом, вывод о том, что при выполнении предположений утверждения (Ib) рас-

пределения µ1 и µ2 гауссовские, может быть сделан прямо из теоремы Скитовича–Дармуа для

вещественной прямой.

§12. Теорема Скитовича–Дармуа на группах R× T и Σa × T

Пусть либо X = R × T, либо X = Σa × T. Предположим, что ξ1 и ξ2 – независимые случайные

величины со значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в

нуль характеристическими функциями. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X.

В этом параграфе мы опишем возможные распределения µj в предположении, что линейные

формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 независимы.

12.1. Обозначения. Пусть X = R × T. Элементы группы X будем обозначать через x =

(t, z), t ∈ R, z ∈ T. Нам удобно считать, что группа вращений окружности T и мультиплика-

тивная группа корней степени 2 из единицы Z(2) естественным образом вложены в группу X.

Мы имеем Y ∼= R × Z. Элементы группы Y будем обозначать через y = (s, n), s ∈ R, n ∈ Z.

Легко проверить, что каждый автоморфизм ε ∈ Aut(R × Z) определяется матрицей

(
a b

0 ±1

)
,

где a, b ∈ R, a ̸= 0, и ε действует на R× Z следующим образом

ε(s, n) = (as+ bn,±n), (s, n) ∈ R× Z.

Тогда сопряженный автоморфизм δ = ε̃ ∈ Aut(R× T) имеет вид

δ(t, z) = (at, eibtz±1), (t, z) ∈ R× T.

Мы будем отождествлять автоморфизмы δ и ε с матрицей

(
a b

0 ±1

)
.

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группеX и с распределени-

ями µ1 и µ2, а αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Легко видеть, что изучение воз-

можных распределений µj при условии, что линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2 и L2 = β1ξ1+β2ξ2

независимы, сводится к случаю, когда L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X).

Для дальнейшего нам понадобится ряд лемм.

12.2. Лемма. Пусть ε =

(
a b

0 −1

)
, где a ̸= 0 Пусть A = (aij)

2
i,j=1 и B = (bij)

2
i,j=1 —

симметричные неотрицательно определенные матрицы. Если либо a > 0, либо a = −1 и b ̸= 0,

то ненулевые решения уравнения

(i) A+Bε = 0,
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имеют вид

(ii) A = B = σ

(
0 0

0 1

)
, σ > 0.

Если a < 0, a ̸= −1, то ненулевые решения уравнения (i) имеют вид

(iii) B = σ

(
1 b/(a+ 1)

b/(a+ 1) t

)
, A = −Bε, σ > 0, t ≥ b2/(a+ 1)2.

Доказательство. Заметим, что уравнение (i) имеет ненулевое решение тогда и только тогда,

когда ненулевое решение имеет система уравнений и неравенств относительно bij

b11 ≥ 0, b22 ≥ 0, (12.1)

b11b22 − b212 ≥ 0, (12.2)

b11b− b12 = b12a, (12.3)

b11a ≤ 0, (12.4)

b12b− b22 ≤ 0, (12.5)

b11a(b12b− b22)− (b12a)
2 ≥ 0. (12.6)

Пусть a > 0. Из неравенств (12.1) и (12.4) следует, что b11 = 0. Тогда из неравенства (12.2)

получаем, что b12 = 0. Очевидно, что в этом случае ненулевые решения уравнения (i) имеют вид

(ii).

Пусть a = −1 и b ̸= 0. Из уравнения (12.3) получаем, что b11 = 0. Как было отмечено выше,

тогда ненулевые решения уравнения (i) имеют вид (ii).

Заметим, что если a < 0, то det ε > 0 и из (i) следует, что неравенства (12.2) и (12.6) равно-

сильны. Пусть a < 0, a ̸= −1. Из уравнения (12.3) находим

b12 = b11b/(a+ 1). (12.7)

Подставляя выражение (12.7) для b12 в (12.2), получаем

b11b22 − b211b2/(a+ 1)2 ≥ 0. (12.8)

Если b11 = 0, то как отмечено выше ненулевые решения уравнения (i) имеют вид (ii). Пусть

b11 = σ > 0. Тогда неравенство (12.8) равносильно неравенству

b22 − b11b2/(a+ 1)2 ≥ 0. (12.9)

Подставляя выражение (12.7) для b12 в (12.5), получаем

b22 − b11b2/(a+ 1) ≥ 0. (12.10)

Обозначим t = b22/b11. Тогда неравенства (12.9) и (12.10) принимают вид

t ≥ b2/(a+ 1)2, t ≥ b2/(a+ 1). (12.11)

Очевидно, что при a < 0, a ̸= −1 система неравенств (12.11) равносильна неравенству

t ≥ b2/(a+ 1)2.
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Отсюда следует, что ненулевые решения уравнения (i) имеют вид (iii). �

Следующая алгебраическая лемма позволяет в некоторых случаях сводить решение функ-

ционального уравнения Скитовича–Дармуа к решению функционального уравнения Каца–

Бернштейна.

12.3. Лемма. Пусть Y – произвольная абелева группа, ε – автоморфизм группы Y . Пусть

нормированные функции fj(y) не обращаются в нуль и удовлетворяют уравнению

(i) f1(u+ v)f2(u+ εv) = f1(u)f1(v)f2(u)f2(εv), u, v ∈ Y.

Тогда каждая из функций fj(y) удовлетворяет уравнению

(ii) fj(u+ v)fj(u− v) = f2j (u)fj(v)fj(−v), u ∈ (ε− I)Y, v ∈ Y.

Доказательство. Полагая в уравнении (i) u = p− q, v = q, где p, q ∈ Y , имеем

f1(p)f2(p+ (ε− I)q) = f1(p− q)f1(q)f2(p− q)f2(εq), p, q ∈ Y. (12.12)

Пусть h ∈ Y . Придадим p и q в уравнении (12.12) приращение h. Получаем

f1(p+ h)f2(p+ (ε− I)q + εh) = f1(p− q)f1(q + h)f2(p− q)f2(εq + εh), p, q, h ∈ Y. (12.13)

Разделим уравнение (12.13) на уравнение (12.12). Находим

f1(p+ h)f2(p+ (ε− I)q + εh)

f1(p)f2(p+ (ε− I)q)
=
f1(q + h)f2(εq + εh)

f1(q)f2(εq)
, p, q, h ∈ Y. (12.14)

Пусть k ∈ Y . Придадим p и q в уравнении (12.14) соответственно приращения (ε − I)k и −k.
Имеем,

f1(p+ h+ (ε− I)k)f2(p+ (ε− I)q + εh)

f1(p+ (ε− I)k)f2(p+ (ε− I)q)
=
f1(q + h− k)f2(εq + εh− εk)

f1(q − k)f2(εq − εk)
, p, q, h, k ∈ Y.

(12.15)

Разделим уравнение (12.15) на уравнение (12.14). Получаем,

f1(p)f1(p+ h+ (ε− I)k)
f1(p+ h)f1(p+ (ε− I)k)

=
f1(q + h− k)f1(q)f2(εq)f2(εq + εh− εk)
f1(q − k)f1(q + h)f2(εq + εh)f2(εq − εk)

, p, q, h, k ∈ Y. (12.16)

Правая часть уравнения (12.16) не зависит от p. Следовательно, левая часть уравнения (12.16)

принимает одно и то же значение при p = −h и при p = 0. Имеем,

f1(−h)f1((ε− I)k)
f1(−h+ (ε− I)k)

=
f1(h+ (ε− I)k)
f1(h)f1((ε− I)k)

, h, k ∈ Y. (12.17)

Отсюда следует, что

f1((ε− I)k + h)f1((ε− I)k − h) = f21 ((ε− I)k)f1(h)f1(−h), h, k ∈ Y. (12.18)

Полагая в уравнении (12.18) u = (ε − I)k, v = h, получаем, что функция f1(y) удовлетворяет

уравнению (ii).

Обозначим w = εv. Тогда уравнение (i) переходит в уравнение

f1(u+ ε−1w)f2(u+ w) = f1(u)f1(ε
−1w)f2(u)f2(w), u ∈ (ε− I)Y, w ∈ Y.

Поскольку (ε−1− I)Y = (ε− I)Y , приведенное выше рассуждение доказывает, что функция f2(y)

также удовлетворяет уравнению (ii). �

Следующая лемма относится к произвольным топологическим абелевым группам.
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12.4. Лемма. Пусть Y – топологическая абелева группа, ψ(y) – непрерывная функция на

группе Y , удовлетворяющая уравнению

(i) ∆2k∆
2
hψ(y) = 0, y, k, h ∈ Y,

и условиям ψ(−y) = ψ(y), ψ(0) = 0. Тогда функция ψ(y) может быть представлена в виде

(ii) ψ(y) = φ(y) + rα, y ∈ yα + Y (2),

где φ(y) – непрерывная функция на Y удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), и

Y =
∪
α

(yα + Y (2)), y0 = 0,

– разложение группы Y по подгруппе Y (2).

Доказательство. Заметим, что любая функция φ(y) на группе Y (2) удовлетворяющая урав-

нению 2.16(ii) может быть продолжена до функции φ̃(y) на группе Y по формуле

φ̃(y) =
1

4
φ(2y), y ∈ Y, (12.19)

и функция φ̃(y) также удовлетворяет уравнению 2.16(ii). Аналогично, любая аддитивная функ-

ция l(y), т.е. функция удовлетворяющая уравнению Коши

l(u+ v) = l(u) + l(v) (12.20)

на группе Y (2) может быть продолжена до аддитивной функции l̃(y) на группе Y по формуле

l̃(y) =
1

2
l(2y), y ∈ Y. (12.21)

Заметим, что как следует из теоремы 5.5 и замечания 3.3, любой непрерывный многочлен f(y)

на группе Y степени ≤ 2 может быть представлен в виде

f(y) = φ(y) + l(y) + c,

где φ(y) – непрерывная функция, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), l(y) – непрерывная функ-

ция, удовлетворяющая уравнению (12.20), и c – константа.

Заметим, что согласно замечанию 3.3 существует взаимно однозначное соответствие между

функциями φ(y), удовлетворяющими уравнению 2.16(ii), и билинейными формами Φ(u, v). За-

фиксируем элемент yα. Функция ψ(yα + y), как функция от y, удовлетворяет уравнению (i).

Поэтому ограничение этой функции на подгруппу Y (2) – непрерывный многочлен степени ≤ 2.

Следовательно, мы имеем такое представление

ψ(yα + y) = φα(y) + lα(y) + cα, y ∈ Y (2), (12.22)

где непрерывная функция φα(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii), функция lα(y) удовлетворяет

уравнению (12.20), и cα – константа. Продолжим функции φα(y) и lα(y) с группы Y (2) до функций

φ̃α(y) и l̃α(y) на группе Y по формулам (12.19) и (12.21) соответственно. Переходя от функции

φ̃α(y) к соответствующей билинейной форме Φα(u, v), мы находим из (12.22)

ψ(−yα − y) = ψ(yα + (−2yα − y)) = φ̃α(−2yα − y) + l̃α(−2yα − y) + cα
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= 4Φα(yα, yα) + 4Φα(yα, y) + Φα(y, y)− 2l̃α(yα)− l̃α(y) + cα, y ∈ Y (2). (12.23)

Поскольку

ψ(yα + y) = Φα(y, y) + l̃α(y) + cα, y ∈ Y (2), (12.24)

и ψ(−y) = ψ(y), из (12.23) и (12.24) следует, что

2Φα(yα, y) = l̃α(y), y ∈ Y (2). (12.25)

Из (12.24) и (12.25) мы получаем

ψ(yα + y) = Φα(yα + y, yα + y)− 2Φα(yα, y)− Φα(yα, yα)

+ l̃α(y) + cα = φ̃α(yα + y) + rα, y ∈ Y (2), (12.26)

где rα – константа.

Подставляя k = h в 12.4(i), мы получаем, что функция ψ(y) удовлетворяет уравнению

ψ(y + 4h)− 2ψ(y + 3h) + 2ψ(y + h)− ψ(y) = 0, y, h ∈ Y. (12.27)

Подставляя y = 0, h = yα + 2u, u ∈ Y в (12.27), мы находим

ψ(4yα + 8u)− 2ψ(3yα + 6u) + 2ψ(yα + 2u) = 0, u ∈ Y.

Учитывая (12.26), отсюда следует, что

φ̃0(4yα + 8u)− 2φ̃α(3yα + 6u) + 2φ̃α(yα + 2u) = 0, u ∈ Y.

Переходя здесь от функций φ̃0(y) и φ̃α(y) к соответствующим билинейным формам Φ0(u, v) и

Φα(u, v), мы получаем

4(Φ0(u, u)− Φα(u, u)) + 4(Φ0(yα, u)− Φα(yα, u)) + (Φ0(yα, yα)− Φα(yα, yα)) = 0, u ∈ Y.

Отсюда следует, что φ̃α(y) = φ̃0(y), y ∈ Y и представление (ii) вытекает из (12.26). �

12.5. Замечание. Отметим, что уравнение 12.4(i) на группе R× Z уже встречалось нам при

доказательстве теоремы 8.5. При его решении мы использовали представление решений урав-

нения (8.13) на группе Z (лемма 8.2), а также тот факт, что в условиях теоремы 8.5 функции

|µ̂j(y)| = exp{−φj(y)} удовлетворяют уравнению (7.20). Решение уравнения 12.4(i) в лемме 12.4

основано на других соображениях.

12.6. Теорема. Пусть X = R × T. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характери-

стическими функциями. Пусть δ ∈ Aut(X). Предположим, что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2

и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. Тогда справедливы следующие утверждения:

(a) если δ =

(
a b

0 1

)
, где a > 0, то µj – вырожденные распределения;

(b) если δ =

(
a b

0 1

)
, где a < 0, то либо µj — вырожденные распределения, либо µj = Exj ∗γj,

где γj ∈ Γ(X), σ(γj) = K, K – подгруппа в X топологически изоморфная R;
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(c) если либо δ =

(
a b

0 −1

)
, где a > 0, либо δ =

(
−1 b

0 −1

)
, где b ̸= 0, то либо µj —

вырожденные распределения, либо µj = Exj ∗ γ ∗ πj, где xj ∈ X, γ ∈ Γ(X), σ(γ) = T, πj – заряды

на Z(2), такие что π1 ∗ π2 = E(0,1);

(d) если δ =

(
a b

0 −1

)
, где a < 0, a ̸= −1, то либо µj = γj ∗ πj, где γj ∈ Γ(X), σ(γj) = X, πj –

заряды на Z(2), такие что π1 ∗ π2 = E(0,1), либо µj такие, как в (b);

(e) если δ = −I, то либо µj такие, как в (c), либо такие, как в (d).

Доказательство Обозначим ε = δ̃, L = Ker(I−ε),H = (I−ε)Y . По лемме 10.1 независимость

линейных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют

уравнению 10.1(i), которое принимает вид (10.23). Возможны два случая: L ̸= {0} и L = {0}.

1. L ̸= {0}. Тогда либо δ =

(
a b

0 1

)
либо δ =

(
1 b

0 −1

)
. Положим K = A(X,L). Рассмотрим

ограничение уравнения (10.23) на подгруппу L. Получаем, что характеристические функции µ̂1(y)

и µ̂2(y) удовлетворяют уравнению (11.28). Рассуждая так же, как при рассмотрении случая 1

в теореме 11.5, из уравнения (11.28) получаем, что распределения µj можно так заменить их

сдвигами µ′j , что σ(µ′j) ⊂ K = A(X,L). Кроме того, ограничение автоморфизма δ на подгруппу

K является автоморфизмом подгруппы K. Учитывая следствие 10.2, мы можем предполагать с

самого начала, что случайные величины ξj принимают значения в K.

Докажем вначале утверждения (a) и (b). Пусть δ =

(
a b

0 1

)
. В случае, когда δ = I, очевидно,

что µj – вырожденные распределения. Пусть δ =

(
1 b

0 1

)
, b ̸= 0. Тогда L = {(s, 0), s ∈ R}, а

значит, K = T. Сужение автоморфизма δ на подгруппу T, очевидно, совпадает с тождественным

автоморфизмом I. Мы имеем, таким образом, независимые случайные величины ξ1 и ξ2 с распре-

делениями µ1 и µ2, принимающие значения в подгруппе T, причем линейные формы L1 = ξ1+ ξ2

и L2 = ξ1 + ξ2 независимы. Очевидно, что в этом случае µj — вырожденные распределения.

Пусть δ =

(
a b

0 1

)
, где a ̸= 1. Тогда, как не трудно проверить, L =

{(
b

1−an, n
)
: n ∈ Z

}
.

Отсюда получаем, что K =
{(
t, eit

b
a−1

)
: t ∈ R

}
, т.е. подгруппа K топологически изоморфна R.

Рассмотрим мономорфизм τ : R 7→ X, определяемый формулой τt =
(
t, eit

b
a−1

)
и независимые

случайные величины ξ̃j = τ−1(ξj). Поскольку δ
(
t, eit

b
a−1

)
=
(
at, eiat

b
a−1

)
, то τ−1δ(ξ2) = aξ̃2. Мы

имеем, таким образом, независимые случайные величины ξ̃j со значениями в группе R, такие

что линейные формы L1 = ξ̃1 + ξ̃2 и L2 = ξ̃1 + aξ̃2 независимы. По теореме Скитовича–Дармуа

случайные величины ξ̃j имеют гауссовские распределения, а значит и случайные величины ξj

также имеют гауссовские распределения, т.е. µj ∈ Γ(X).

Очевидно, что если a > 0, то µj – вырожденные распределения. Если же a < 0, то существуют

независимые случайные величины ξj со значениями в подгруппе K, имеющие невырожденные

гауссовские распределения µj такие, что линейные формы L1 = ξ1+ξ2 и L2 = ξ1+δξ2 независимы.

Утверждения (a) и (b) доказаны.

Пусть δ =

(
1 b

0 −1

)
. Тогда L = {(s, 0) : s ∈ R}, а значит, K = T. Сужение автоморфизма δ на
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подгруппу T, очевидно, совпадает с автоморфизмом −I. Мы находимся в условиях применимости

следствия 8.6. Из следствия 8.6 вытекает, что µj = Exj ∗γ ∗πj , где xj ∈ X, γ ∈ Γ(X), σ(γ) = T, πj
— заряды на Z(2), и π1 ∗ π2 = E(0,1). Утверждение (c) в случае a = 1 доказано.

2. L = {0}. Тогда δ =

(
a b

0 −1

)
, где a ̸= 1. Мы имеем H = (I − ε)Y = Y (2). Обозначим

G = H∗. Поскольку характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.23), то из

леммы 12.3 вытекает, что каждая из характеристических функций µ̂j(y) удовлетворяют урав-

нению 12.3(ii) при u, v ∈ Y (2). Следовательно, по лемме 9.2 эти сужения являются характери-

стическими функциями некоторых гауссовских распределений в смысле Бернштейна на группе

G. Так как H ∼= R × Z, то теореме 1.7.1 G ∼= R × T. Группа G не содержит подгруппы, то-

пологически изоморфной двумерному тору T2. Поэтому, применяя лемму 9.7 к группе G, мы

получаем, что сужения характеристических функций µ̂j(y) на подгруппу H являются харак-

теристическими функциями некоторых гауссовских распределений. Как следует из замечания

5.12, непрерывная функция φ(y) на группе R × Z, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii), имеет

вид φ(y) = exp{−⟨Cy, y⟩}, где C – симметричная неотрицательно определенная матрица. Значит,

на подгруппе H имеет место представление

µ̂1(y) = m1(y) exp{−⟨Ay, y⟩}, µ̂2(y) = m2(y) exp{−⟨By, y⟩}, y ∈ H,

где mj(y) — характер подгруппы H, а A, B — симметричные неотрицательно определенные

матрицы. По теореме 1.9.2 существуют элементы xj ∈ X такие, что mj(y) = (xj , y), y ∈ H.

Заменяя, если это необходимо, распределения µj их сдвигами, можно считать, что

µ̂1(y) = exp{−⟨Ay, y⟩}, µ̂2(y) = exp{−⟨By, y⟩}, y ∈ H. (12.28)

Рассматривая ограничение уравнения (10.23) на подгруппу H и подставляя в это уравнение пред-

ставления (12.28) для функций µ̂j(y), мы получаем, что

⟨u, (A+Bε)v⟩ = 0, u, v ∈ H. (12.29)

Так как H ∼= R× Z, то из (12.29) следует, что матрицы A и B удовлетворяют уравнению 12.2(i).

Положим

lj(y) = µ̂j(y)/|µ̂j(y)|, y ∈ Y,

и проверим, что lj(y) — характеры группы Y . Так как µ̂j(y) = |µ̂j(y)| при y ∈ H, то lj(y) = 1 при

y ∈ H. Функции lj(y) удовлетворяют уравнению (10.23). По лемме 12.3 каждая из функций lj(y)

удовлетворяет уравнению 12.3(ii), которое принимает вид

lj(u+ v)lj(u− v) = 1, u ∈ H, v ∈ Y. (12.30)

Положим в (12.30) u = (s/2, 0), v = (s/2, n). Получаем

lj(s, n)lj(0,−n) = 1, s ∈ R, n ∈ Z.

Умножая это уравнение на lj(0, n), находим

lj(s, n) = lj(0, n), s ∈ R, n ∈ Z. (12.31)
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Из уравнения (10.23) для функций lj(y), с учетом (12.31), получаем

l1(0,m+ n)l2(0,m− n) = l1(0,m)l1(0, n)l2(0,m)l2(0,−n), m, n ∈ Z. (12.32)

Из уравнения (12.32) по индукции легко следует, что функции lj(0, n) — характеры группы Z,

а значит, функции lj(y) — характеры группы Y . По теореме двойственности Понтрягина суще-

ствуют элементы xj ∈ X такие, что

lj(y) = (xj , y), y ∈ Y. (12.33)

Найдем теперь представления для модулей |µ̂j(y)|. Положим φj(y) = − log |µ̂j(y)|, j = 1, 2.

Из уравнения (10.23) следует, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению 10.10(i). По лемме

10.10 каждая из функций φj(y) удовлетворяет уравнению 10.10(ii). Так как (I − ε)Y = Y (2), то

из 10.10(ii) следует, что каждая из функций φj(y) удовлетворяет уравнению 12.4(i). Обозначим

ζ = (0, 1) ∈ Y . Тогда разложение группы Y по подгруппе H имеет вид

Y = H ∪ (ζ +H).

Учитывая (12.28), по лемме 12.4 получаем

φ1(y) = ⟨Ay, y⟩+ c1, y ∈ (0, 1) +H, (12.34)

и

φ2(y) = ⟨By, y⟩+ c2, y ∈ (0, 1) +H. (12.35)

Возьмем модули в обеих частях уравнения (10.23) и подставим в полученное выражение u, v ∈
(0, 1)+H. Учитывая (12.28), (12.34) и (12.35), находим, что c1 = −c2. Обозначим c1 = −c2 = −2κ.

Таким образом, функции |µ̂j(y)| имеют вид

|µ̂1(y)| = exp{−⟨Ay, y⟩+ κ(1− (−1)n)}, y = (s, n) ∈ Y,

|µ̂2(y)| = exp{−⟨By, y⟩ − κ(1− (−1)n)}, y = (s, n) ∈ Y.

Учитывая (12.33), в результате получаем

µ̂1(y) = (x1, y) exp{−⟨Ay, y⟩+ κ(1− (−1)n)}, y = (s, n) ∈ Y, (12.36)

µ̂2(y) = (x2, y) exp{−⟨By, y⟩ − κ(1− (−1)n)}, y = (s, n) ∈ Y. (12.37)

Пусть либо δ =

(
a b

0 −1

)
, где a > 0, a ̸= 1, либо δ =

(
−1 b

0 −1

)
, где b ̸= 0. Так как матрицы

A и B удовлетворяют уравнению 12.2(i), то по лемме 12.2 матрицы A и B имеют вид 12.2(ii).

Обозначим через γ гауссовское распределение на группе X с характеристической функцией

γ̂(y) = exp{−σn2}, y = (s, n) ∈ Y.

Поскольку N = {y ∈ Y : γ̂(y) = 1} = {(s, 0) : s ∈ R}, то A(X,N) = T. Из предложения 2.13

следует, что σ(γ) = T. Учитывая 2.7(b) и 2.7(c), из (12.36), (12.37) и леммы 8.3 вытекают искомые
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представления для распределений µj . Поскольку случай, когда a = 1, был исследован ранее,

утверждение (c) полностью доказано.

Пусть δ =

(
a b

0 −1

)
, где a < 0, a ̸= −1. По лемме 12.2 матрицы A и B имеют вид 12.2(iii).

Обозначим через γj гауссовские распределение на X с характеристическими функциями

γ̂1(y) = (x1, y) exp{−⟨Ay, y⟩}, γ̂2(y) = (x2, y) exp{−⟨By, y⟩}, y ∈ Y.

Учитывая 2.7(b) и 2.7(c), из (12.36) и леммы 8.3 получаем, что µ1 = γ1 ∗ π1. Если σ > 0 и

t > b2/(a + 1)2, то detA > 0 и поэтому σ(γ1) = X. Аналогично, из (12.37) и леммы 8.3 получаем

представление для µ2.

Если σ > 0 и t = b2/(a + 1)2, то A = −aB и det A = det B = 0. Рассмотрим

M = KerA. Имеем M =
{(
− b

a+1n, n
)
: n ∈ Z

}
. Обозначим K = A(X,M). Легко видеть, что

K =
{(
t, eit

b
a+1

)
: t ∈ R

}
. Очевидно, что подгруппа K топологически изоморфна R. По предло-

жению 2.13 имеет место включение σ(γj) ⊂ A(X,M). Поскольку γ ∈ Γ(X), то σ(γ) = K. Отсюда

вытекает, что в (12.36) и (12.37) κ = 0, так как в противном случае одно из распределений µj

было бы зарядом, а не мерой. Следовательно, µj = Exj ∗ γj . Утверждение (d) доказано.

Пусть δ = −I. Тогда A = B, и представления для µj вытекают из (12.36), (12.37) и леммы

8.3. Утверждение (e) доказано. �

12.7. Замечание. Нетрудно проверить, что утверждения (b)−(e) в теореме 12.6 не могут быть

усилены за счет сужения в этих случаях класса распределений, характеризующихся независимо-

стью линейных форм L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2. Именно, справедливо следующее утверждение.

Пусть δ ∈ Aut(X) – такой топологический автоморфизм группы X, как в одном из случаев

(b) − (e). Тогда существуют независимые случайные величины ξj со значениями в X, имеющие

распределения µj , которые по теореме 12.6 возможны в соответствующем случае (b)−(e), и такие,

что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы.

Перейдем теперь к изучению распределений, характеризующихся независимостью линейных

форм на группе X = Σa × T.

12.8. Обозначения. Пусть a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) — произвольная фиксированная последова-

тельность целых чисел, больших 1, Σa – a-адический соленоид. Группа характеров Σ∗
a топологи-

чески изоморфна подгруппе в Q вида Ha, где

Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ;m ∈ Z

}
.

Пусть X = Σa × T. Тогда Y = X∗ ∼= Ha × Z. Чтобы не вводить дополнительных обозначений,

будем считать, что Y = Ha × Z. Элементы группы X будем обозначать через x = (g, z), g ∈
Σa, z ∈ T, а элементы группы Y – через y = (r, n), r ∈ Ha, n ∈ Z. Нам удобно считать также,

что группа вращений окружности T и мультипликативная группа корней степени 2 из единицы

Z(2) естественным образом вложены в группу X, а группа Ha естественным образом вложена в

подгруппу Y .

Любой автоморфизм a ∈ Aut(Ha) имеет вид a = fpf
−1
q , где fp, fq ∈ Aut(Ha), т.е. a действует

в Ha как умножение на рациональное число p
q (1.14(d)). Очевидно, что p

q ∈ Ha. Мы будем отож-
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дествлять a с рациональным числом p
q . Так как в силу 1.13(d) f̃n = fn, то ã = fpf

−1
q ∈ Aut(Σa),

и мы будем также отождествлять автоморфизм ã с рациональным числом p
q ∈ Ha.

Нетрудно проверить, что каждый автоморфизм ε ∈ Aut(Ha × Z) определяется матрицей(
a b

0 ±1

)
, где a ∈ Aut(Ha), b ∈ Ha и ε действует на Ha × Z следующим образом

ε(r, n) = (ar + bn,±n) (r, n) ∈ Ha × Z.

Тогда сопряженный автоморфизм ε̃ = δ ∈ Aut(Σa × T) имеет вид

δ(g, z) = (ãg, (g, b)z±1), (g, z) ∈ Σa × T.

Мы будем отождествлять автоморфизмы δ и ε с матрицей

(
a b

0 ±1

)
.

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группеX и с распределени-

ями µ1 и µ2, а αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Легко видеть, что изучение воз-

можных распределений µj при условии, что линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2 и L2 = β1ξ1+β2ξ2

независимы, сводится к случаю, когда L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X).

12.9. Пусть X = Σa × T, Y = Ha × Z. Обозначим через ι – естественное вложение ι : Y 7→
R×Z, ι(r, n) = (r, n). Пусть τ = ι̃ – сопряженный гомоморфизм τ : R×T 7→ X. Обозначим через

gt = τ(t, 1), gt ∈ Σa. Тогда τ(t, z) = (gt, z). Очевидно, что (gt, r) = eitr, t ∈ R, r ∈ Ha. Поскольку

ι(Y ) = R× Z и ι – мономорфизм, то в силу 1.13(b) τ – мономорфизм и τ(R× T) = X.

12.10. Лемма. Пусть a – рациональное число, τ : R× T 7→ X – гомоморфизм, определенный

в 12.9. Пусть K = {(t, eita) : t ∈ R} — подгруппа в R× T. Тогда τ(K) ∼= Σa.

Доказательство. Обозначим L = A(Y, τ(K)). Поскольку τ(K) = {(gt, eita) : t ∈ R}, то

L = {(r, n) ∈ Y : r + an = 0}. Очевидно, что L ∼= Z. Пусть (r0, n0) – образующая группы L.

Тогда L = {k(r0, n0) : k ∈ Z}. Рассмотрим гомоморфизм π : Y 7→ Ha, определенный формулой

π(r, n) = rn0 − nr0. Как легко видеть, Ker π = L. Следовательно, Y/L ∼= π(Y ). Имеем, Ha
∼=

H
(n0)
a ⊂ π(Y ) ⊂ Ha. Поскольку Ha – группа без кручения ранга 1, то отсюда следует, что π(Y ) ∼=

Ha (см. 1.3), а значит и Y/L ∼= Ha. По теореме 1.9.2 (τ(K))∗ ∼= Y/L ∼= Ha. Применяя теорему

двойственности Понтрягина, отсюда заключаем, что τ(K) ∼= Σa. �

12.11. Теорема. Пусть X = Σa × T. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со

значениями в группе X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характери-

стическими функциями. Пусть δ ∈ Aut(X). Предположим, что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2

и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. Тогда справедливы следующие утверждения:

(a) если δ =

(
a b

0 1

)
, где a > 0, то µj – вырожденные распределения;

(b) если δ =

(
a b

0 1

)
, где a < 0, то либо µj — вырожденные распределения, либо µj = Exj ∗γj,

где γj ∈ Γ(X), σ(γj) = K, K – подгруппа в X топологически изоморфная Σa;
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(c) если либо δ =

(
a b

0 −1

)
, где a > 0, либо δ =

(
−1 b

0 −1

)
, где b ̸= 0, то либо µj —

вырожденные распределения, либо µj = Exj ∗ γ ∗ πj, где xj ∈ X, γ ∈ Γ(X), σ(γ) = T, πj – заряды

на Z(2), такие что π1 ∗ π2 = E(0,1);

(d) если δ =

(
a b

0 −1

)
, где a < 0, a ̸= −1, то либо µj = γj ∗ πj, где γj ∈ Γ(X), σ(γj) = X, πj –

заряды на Z(2), такие что π1 ∗ π2 = E(0,1), либо µj такие, как в (b);

(e) если δ = −I, то либо µj такие, как в (c), либо такие, как в (d).

Доказательство. Обозначим ε = δ̃. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2

равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), ко-

торое принимает вид (10.23). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) =

|µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y , и характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.23).

Заметим, что ограничение автоморфизма ε на подгруппу Ha является автоморфизмом подгруп-

пы Ha. Рассмотрим ограничение уравнения (10.23) для характеристических функций ν̂j(y) на

подгруппу Ha. Поскольку H∗
a
∼= Σa, а группа Σa не содержит подгруппы, топологически изо-

морфной T, то по лемме 10.1 и теореме 10.3 ν̂j(r, 0) – характеристические функции некоторых

гауссовских распределений на группе Σa. Так как ν̂j(y) > 0, y ∈ Y , то

ν̂j(r, 0) = exp{−σr2}, r ∈ Ha, (12.38)

где σ ≥ 0. Пустьι, τ и gt – такие, как в 12.9. Из (12.38), учитывая неравенство 2.7(g), вытекает,

что характеристические функции ν̂j(r, n) равномерно непрерывны на подгруппе ι(Y ) в топологии,

индуцированной на ι(Y ) топологией группы R × Z. Поскольку подгруппа ι(Y ) плотна в R × Z
в топологии R × Z, то характеристические функции ν̂j(r, n) продолжаются по непрерывности

до некоторых непрерывных функций gj(s, n) на группе R × Z. Очевидно, что функции gj(s, n)

положительно определены. По теореме Бохнера существуют распределения λj на группе R × T
такие, что λ̂j(s, n) = gj(s, n). Из предложения 2.10 вытекает, что νj = τ(λj). Следовательно,

распределения νj сосредоточены на борелевской подгруппе B = τ(R× T). Пусть δ =

(
a b

0 ±1

)
∈

Aut(X) и x = (gt, z) ∈ B. Тогда δx = δ(gt, z) = (agt, (gt, b)z
±1) = (gat, e

ibtz±1) ∈ B, т.е. подгруппа

B инвариантна относительно любого автоморфизма δ ∈ Aut(X). По автоморфизму δ определим

отображение δ̄ : R × T 7→ R × T по формуле δ̄(t, z) = τ−1δτ(t, z). Очевидно, что δ̄ ∈ Aut(R × T).
Поскольку

δ̄(t, z) = τ−1δτ(t, z) = τ−1δ(gt, z) = τ−1(gat, e
ibtz±1) = (at, eibtz±1),

то автоморфизму δ̄ соответствует та же самая матрица

(
a b

0 ±1

)
, что и автоморфизму δ.

Так как распределения νj сосредоточены на подгруппе B и νj = µj ∗ µ̄j , то по предложению

2.2 распределения µj можно заменить их сдвигами µ′j так, чтобы распределения µ′j были также

сосредоточены на подгруппе B. Будем поэтому с самого начала предполагать, что распределе-

ния µj сосредоточены на подгруппе B. Заметим, что поскольку отображение τ непрерывно и

взаимно однозначно, то по теореме Суслина образы борелевских множеств при отображении τ –

борелевские.

Рассмотрим ξ̃j = τ−1ξj – независимые случайные величины со значениями в группе R × T.

Так как τ−1δξ2 = δ̄ξ̃2 то линейные формы L̃1 = ξ̃1 + ξ̃2 и L̃2 = ξ̃1 + δ̄ξ̃2 независимы. Пусть µ̃j –
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распределения случайных величин ξ̃j . Поскольку µj = τ(µ̃j), то утверждения (a)− (e) вытекают

теперь из утверждений (a)− (e) теоремы 12.6 и леммы 12.10. �

12.12. Замечание. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе

X, имеющие распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями.

Пусть αj , βj ∈ Aut(X). Предположим, что линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2

независимы. Как отмечено в замечании 10.6, изучая возможные распределения µj , группу X

можно считать связной. Важной характеристикой связной локально компактной абелевой группы

X является ее размерность. Если размерность группы X равна 1, то группа X топологически

изоморфна одной из групп: R, Σa, T.

Описание распределений µj которые характеризуются независимостью линейных форм L1

и L2 в случае X = R – это теорема Скитовича–Дармуа. Поскольку группа Σa не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T, то для группы X = Σa это описание содержится в

теореме 10.3. В обоих случаях соответствующие распределения гауссовские. Поскольку Aut(T) =
{±I}, то для группы X = T описание возможных распределений µj вытекает из следствия 8.6.

Предположим теперь, что размерность группы X равна 2. Если группа X не содержит под-

группы, топологически изоморфной T, то распределения µj , характеризующиеся независимостью

линейных форм L1 и L2, гауссовские (теорема 10.3). Пусть X — связная локально компактная

абелева группа размерности 2, содержащая подгруппуK, топологически изоморфную T. Тогда по

теореме 1.17.1 подгруппаK является в X топологическим прямым сомножителем, т.е.X = G×K,

где G – связная локально компактная абелева группа размерности 1. Следовательно, для группы

X имеются такие возможности: либо X ∼= T2, либо X ∼= R × T, либо X ∼= Σa × T. Описание

возможных распределений µj для группы X = T2 содержится в теореме 11.5 (за исключением

случая (II)), а для групп X = R× T и X = Σa × T – в теоремах 12.6 и 12.11 соответственно.
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Глава V

Теорема Скитовича–Дармуа для локально компактных абелевых
групп (общий случай)

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетно-

сти, ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj . Пусть L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn, где αj , βj – тополо-

гические автоморфизмы группы X. В этой главе мы продолжаем изучение групповых аналогов

теоремы Скитовича–Дармуа. В отличие от главы IV, мы не будем предполагать, что характери-

стические функции µ̂j(y) не обращаются в нуль. Зафиксируем число n независимых случайных

величин. Основное внимание в этой главе будет уделено следующей задаче: для каких групп

X из независимости линейных форм L1 и L2 вытекает, что все µj ∈ Γ(X) ∗ I(X)? Мы решаем

эту задачу в классах конечных, дискретных, компактных вполне несвязных, связные компакт-

ных и некоторых других классах групп. Мы рассматриваем случай двух случайных величин,

трех случайных величин и n ≥ 4 случайных величин. Оказывается, что перечисленные случаи

существенно различны.

§13. Число случайных величин n = 2

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y

– ее группа характеров, ξ1 и ξ2– независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µ1 и µ2. Пусть L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2, где αj , βj ∈ Aut(X). В

этом параграфе мы доказываем, что если X – дискретная группа, то из независимости линейных

форм L1 и L2 вытекает, что µ1, µ2 ∈ I(X). Мы полностью описываем компактные вполне несвяз-

ные группы, для которых независимость линейных форм L1 и L2 влечет, что µ1, µ2 ∈ I(X).

Мы доказываем также, что для произвольной связной компактной группы X существуют та-

кие независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями

µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие, что линейные формы L1 и L2

независимы.

Изучим вначале случай, когда группа X конечна.

13.1. Теорема. Пусть X – конечная группа, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X.

Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что

µ1, µ2 ∈ I(X).

Доказательство. Заметим вначале, что если µ – распределение случайной величины ξ со

значениями в произвольной группе X и α ∈ Aut(X), то по предложению 2.10 характеристиче-

ская функция случайной величины αξ равна µ̂(α̃y). Учитывая определение 2.14 идемпотентного

распределения, отсюда вытекает, что µ ∈ I(X) тогда и только тогда, когда α(µ) ∈ I(X). Поэто-

му, полагая ζj = αjξj , мы редуцируем доказательство теоремы к случаю, когда линейные формы

L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, δj ∈ Aut(X). Заметим также, что если

α ∈ Aut(X), то линейные формы L1 и L2 независимы тогда и только тогда, когда независимы
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линейные формы L1 и αL2. Поэтому, доказывая теорему, можно предполагать, что L1 = ξ1 + ξ2

и L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X). Обозначим ε = δ̃. По лемме 10.1 независимость линейных форм

L1 и L2 равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

(10.23). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y) и перепишем уравнение (10.23), используя эти

обозначения. Мы получаем

f(u+ v)g(u+ εv) = f(u)g(u)f(v)g(εv), u, v ∈ Y. (13.1)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.23). Если мы докажем,

что νj ∈ I(X), то из 2.7(b) и 2.7(e) следует, что и µj ∈ I(X). Это дает нам возможность решать

уравнение (13.1) в предположении, что f(y) ≥ 0, g(y) ≥ 0, f(−y) = f(y), g(−y) = g(y). Мы

докажем, что в этом случае f(y) = g(y) = m̂K(y), где K – некоторая подгруппа X. Отсюда

будет следовать утверждение теоремы. Обозначим β = I − ε. Возможны два случая: Ker β =

{0}, Ker β ̸= {0}.
1. Ker β = {0}. Так как группа Y конечна, это значит, что β ∈ Aut(Y ). В этом случае для

каждого y ∈ Y, y ̸= 0, выполнено εy ̸= y. Полагая в (13.1) v = −u, мы находим

g(βu) = f2(u)g(u)g(εu), u ∈ Y. (13.2)

Учитывая, что 0 ≤ f(y) ≤ 1, 0 ≤ g(y) ≤ 1, из (13.2) получаем

g(βu) ≤ g(u), u ∈ Y. (13.3)

Поскольку группа Y конечна, то конечна и ее группа автоморфизмов Aut(Y ) и, следовательно,

βn = I (13.4)

для некоторого натурального n. Будем предполагать, что n в (13.4) наименьшее из возможных.

Из (13.3) тогда вытекает

g(u) = g(βnu) ≤ · · · ≤ g(βu) ≤ g(u), u ∈ Y,

и следовательно,

g(u) = g(βu) = · · · = g(βn−1u), u ∈ Y.

Таким образом, на каждой из орбит {u, βu, . . . , βn−1u} функция g(y) принимает постоянное зна-

чение, зависящее, вообще говоря, от u.

Положим теперь в (13.1) u = −εv. Получаем

f(βv) = f(εv)g2(εv)f(v), v ∈ Y. (13.5)

Рассуждая аналогично, мы находим из (13.5), что функция f(y) также принимает постоянное

значение на каждой из орбит.

Очевидно, что группу Y можно представить как объединение непересекающихся орбит. Обо-

значим через N объединение орбит, где g(y) > 0. Представим Y как объединение Y = N ∪ N ′,

где N ′ = {y ∈ Y : g(y) = 0}. Из (13.2) следует, что

1 = f2(u)g(εu), u ∈ N. (13.6)
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Отсюда вытекает, что g(εy) = 1 для всех y ∈ N . Это значит, в частности, что ε(N) ⊂ N . Посколь-

ку ε – взаимно однозначное отображение иN – конечное множество, то ε(N) = N . Следовательно,

g(y) = 1 при y ∈ N . Принимая во внимание, что g(y) = 0 при y ∈ N ′, мы видим, что

g(y) =

1, если y ∈ N,

0, если y ∈ N ′.
(13.7)

По предложению 2.13N – подгруппа в Y . ОбозначимK = A(X,N). По теореме 1.9.1N = A(Y,K).

Учитывая 2.16(i), из (13.7) вытекает, что g(y) = m̂K(y). Из 2.7(b) тогда заключаем, что µ2 = mK .

Из (13.6) следует также, что f(y) = 1 при y ∈ N . Проверим, что f(y) = 0, если y ∈ N ′.

Предположим, что v ∈ N ′. Поскольку ε(N ′) = N ′, то εv ∈ N ′ и, следовательно, g(εv) = 0. Тогда

из (13.5) находим, что f(βv) = 0. Поскольку f(v) = f(βv), то f(v) = 0. Тем самым доказано, что

и f(y) = m̂K(y). В случае 1 теорема доказана.

2. Ker β ̸= {0}, т.е. существует элемент y0 ∈ Y, y0 ̸= 0 такой, что εy0 = y0. Обозначим

L = Ker β = {y ∈ Y : εy = y}. Очевидно, что ε(L) = L. Рассмотрим ограничение уравнения (13.1)

на L. Мы получим

f(u+ v)g(u+ v) = f(u)g(u)f(v)g(v), u, v ∈ L. (13.8)

Полагая в (13.8) v = −u, получаем

1 = f2(u)g2(u), u ∈ L.

Следовательно, f(y) = g(y) = 1 при y ∈ L. Обозначим K = A(X,L). По предложению 2.13

функции f(y) и g(y) являются L-инвариантными и имеет место включение σ(µj) ⊂ K, j = 1, 2.

Заметим, что по теоремам 1.9.1 и 1.9.2 K∗ ∼= Y/L.

Поскольку функции f(y) и g(y) L-инвариантны, то они индуцируют некоторые функции f̃

и g̃ на фактор-группе Y/L, а именно f̃([y]) = f(y), g̃([y]) = g(y), y ∈ [y]. Так как ε(L) = L, то

автоморфизм ε также индуцирует некоторый автоморфизм ε̂ на фактор-группе Y/L по формуле

ε̂[y] = [εy], y ∈ [y]. Это позволяет нам рассматривать уравнение (13.1) на фактор-группе Y/L. Ин-

дуцированный гомоморфизм β̂ может, как и ранее, удовлетворять условию Ker β̂ ̸= {0}. Повторяя

описанную процедуру, мы за конечное число шагов получим индуцированный гомоморфизм β̂,

который уже является автоморфизмом. Тогда из 1 вытекает, что характеристические функции

f̃([y]) и g̃([y]) являются характеристическими функциями некоторых распределений Хаара m
K̂

,

где K̂ – подгруппа в X. Возвращаясь к исходным характеристическим функциям f(y) и g(y),

получаем утверждение теоремы. Отметим, что если βmy = 0 при некотором m и каждом y ∈ Y ,

то это означает, что распределения µ1 и µ2 – вырожденные. �

Для дальнейшего нам понадобятся две стандартные леммы, относящиеся к произвольным

группам X.

13.2. Лемма. Пусть G – компактная подгруппа группы X, α – непрерывный эндоморфизм

группы X. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) α(G) ⊃ G;
(ii) если α̃y ∈ A(Y,G), то y ∈ A(Y,G);
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Доказательство. (i)⇒ (ii). Из (i) следует, что

A(Y,G) ⊃ A(Y, α(G)). (13.9)

Предположим, что α̃y ∈ A(Y,G). Тогда для любого x ∈ K выполнено (x, α̃y) = 1. В силу 1.13(a)

(αx, y) = 1 для любого x ∈ G, т.е. y ∈ A(Y, α(G)). Следовательно, из (13.9) вытекает, что y ∈
A(Y,G).

(ii) ⇒ (i). Предположим, что y ∈ A(Y, α(G)). Тогда (αx, y) = 1 для любого x ∈ G. Поэтому

(x, α̃y) = 1 для любого x ∈ G, т.е. α̃y ∈ A(Y,G), и в силу (i) y ∈ A(Y,G). Значит, A(Y, α(G)) ⊂
A(Y,G). Отсюда по теореме 1.9.1 следует (i). Эквивалентность (i) и (ii) доказана. �

13.3. Лемма. Пусть G – замкнутая подгруппа группы X и δ ∈ Aut(X). Тогда следующие

утверждения эквивалентны:

(i) δ(G) = G;

(ii) δ̃(A(Y,G)) = A(Y,G).

Доказательство. В силу теоремы 1.9.1 и 1.13(a) достаточно проверить (i)⇒ (ii). Предполо-

жим, что y ∈ A(Y,G). Тогда (δx, y) = 1 при любом x ∈ G и поэтому (x, δ̃y) = 1 при любом x ∈ G,

т.е. δ̃y ∈ A(Y,G). Итак,

δ̃(A(Y,G)) ⊂ A(Y,G). (13.10)

Заметим теперь, что из (i) вытекает равенство δ−1(G) = G. Тогда, как доказано выше, име-

ет место включение δ̃−1(A(Y,G)) ⊂ A(Y,G). Отсюда, A(Y,G) ⊂ δ̃(A(Y,G)). Учитывая (13.10),

получаем (ii). �

13.4. Следствие. Замкнутая подгруппа G группы X тогда и только тогда является харак-

теристической, когда ее аннулятор A(Y,G) является характеристической подгруппой группы

Y .

Из доказательства теоремы 13.1 и леммы 13.3 непосредственно вытекает следующее утвер-

ждение.

13.5. Следствие. Пусть X – конечная группа, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть δ ∈ Aut(X). Тогда из независимости

линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 вытекает, что µj = mK ∗ Exj , где K – некоторая

подгруппа группы X, xj ∈ X, j = 1, 2. Кроме того, δ(K) = K.

Теорема 13.1 позволяет доказать следующее утверждение.

13.6. Теорема. Пусть X = Rm × G, где m ≥ 1, а G – конечная группа. Пусть ξ1 и ξ2

– независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2.

Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Тогда из независимости линейных

форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).

Доказательство. Мы ограничимся доказательством для случая, когда m = 1, т.е. X = R×G.

Случай произвольного m рассматривается аналогично. Тогда Y ∼= R × H, где H = G∗. Чтобы

не вводить дополнительных обозначений, будем считать, что Y = R×H и обозначать элементы

группы Y через y = (s, h), s ∈ R, h ∈ H.
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Поскольку R – связная компонента нуля группы Y , то R – характеристическая подгруппа,

а следовательно, ограничение любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y ) на R является топологическим

автоморфизмом подгруппы R. Обозначим это ограничение через τR. Поскольку H – подгруппа,

состоящая из всех компактных элементов группы Y , то H – характеристическая подгруппа, а

следовательно, ограничение любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y ) на подгруппу H также являет-

ся автоморфизмом подгруппы H. Обозначим это ограничение через τH . Следовательно, любой

автоморфизм τ ∈ Aut(Y ) имеет вид τ(s, h) = (τRs, τHh).

Пусть µ ∈ M1(X) и α ∈ Aut(X). Ясно, что µ ∈ Γ(X) ∗ I(X) тогда и только тогда, когда

α(µ) ∈ Γ(X) ∗ I(X). Поэтому, рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 13.1, мы

сведем доказательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ξ2

и L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y), ε = δ̂. В силу леммы 10.1

доказательство теоремы сводится к решению уравнения (13.1), которое в наших обозначениях

принимает вид

f(s+ s′, h+ h′)g(s+ εRs
′, h+ εHh

′)

= f(s, h)g(s, h)f(s′, h′)g(εRs
′, εHh

′), (s, h), (s′, h′) ∈ Y. (13.11)

Полагая в (13.11) s = s′ = 0, мы получим функциональное уравнение

f(0, h+ h′)g(0, h+ εHh
′) = f(0, h)g(0, h)f(0, h′)g(0, εHh

′), h, h′ ∈ H. (13.12)

Как вытекает из леммы 10.1 и следствия 13.5, решения уравнения (13.12) имеют вид

f(0, h) = m̂M (h)(g1, h), g(0, h) = m̂M (h)(g2, h), h ∈ H, (13.13)

где M – некоторая подгруппа группы G, а g1, g2 ∈ G. Обозначим E = A(H,M). Рассмотрим

сдвиги µ′j = µj ∗ E−gj и обозначим f ′(y) = µ̂′1(y), g
′(y) = µ̂′2(y). Учитывая 2.14(i) и 2.7(c), из

(13.13) получаем

f ′(0, h) = g′(0, h) =

1, если h ∈ E,

0, если h /∈ E.
(13.14)

Очевидно, что характеристические функции f ′(y) и g′(y) также удовлетворяют уравнению

(13.11). Обозначим L = H/E. Мы имеем Y/E ∼= R × L. Будем обозначать элементы фактор-

группы Y/E через (s, l), s ∈ R, l ∈ L. По теореме 1.9.2 M∗ ∼= L, а тогда по теореме 1.7.1

(R × M)∗ ∼= Y/E. По предложению 2.13 из (13.14) следует, что характеристические функции

f ′(y) и g′(y) E-инвариантны. Из следствия 13.5 и леммы 13.3 вытекает равенство ε(E) = E. Это

позволяет перейти от уравнения (13.11) для функций f ′(y) и g′(y) на группе Y к индуцирован-

ному уравнению на фактор-группе Y/E, полагая f̃([y]) = f ′(y), g̃([y]) = g′(y), ε̂[y] = [εy]. При

этом ε̂ ∈ Aut(Y/E). Очевидно, что ограничение автоморфизма ε̂ ∈ Aut(Y/E) на L является ав-

томорфизмом группы L. Обозначим это ограничение через ε̂L. Элементы группы Y/E ∼= R × L
будем обозначать через (s, l), s ∈ R, l ∈ L. Очевидно, что, автоморфизм ε̂ ∈ Aut(Y/E) имеет вид

ε̂(s, l) = (εRs, ε̂Ll).

Переход от уравнения (13.11) на группе Y к индуцированному уравнению на фактор-группе

Y/E означает, что мы переходим от рассмотрения случайных величин со значениями в группе

R×G к случайным величинам со значениями в группе R×M .
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Уравнение, индуцированное уравнением (13.11) для функций f̃(s, l) и g̃(s, l), имеет вид

f̃(s+ s′, l + l′)g̃(s+ εRs
′, l + ε̂Ll

′)

= f̃(s, l)g̃(s, l)f̃(s′, l′)g̃(εRs
′, ε̂Ll

′), s, s′ ∈ R, l, l′ ∈ L. (13.15)

Легко видеть, что для решений уравнения (13.15) выполнено

{l ∈ L : f̃(0, l) = 1} = {l ∈ L : g̃(0, l) = 1} = {0}. (13.16)

Обозначим V = {l ∈ L : ε̂Ll = l}. Полагая в (13.15) s = s′ = 0, легко видеть, что f̃(0, l) =

g̃(0, l) = 1 при всех l ∈ V . Учитывая (13.16), это значит, что V = {0}. Поскольку L – конечная

группа, то отсюда следует, что

I − ε̂L ∈ Aut(L). (13.17)

Кроме того, очевидно, что

f̃(0, l) = g̃(0, l) =

1, если l = 0,

0, если l ̸= 0.
(13.18)

Полагая в (13.11) h = h′ = 0, и учитывая лемму 10.1, по теореме Скитовича–Дармуа находим

f(s, 0) = exp{−σ1s2 + it1s}, g(s, 0) = exp{−σ2s2 + it2s}, (13.19)

где σj ≥ 0, tj ∈ R, j = 1, 2. Отметим, что

f̃(s, 0) = f(s, 0), g̃(s, 0) = g(s, 0). (13.20)

Полагая в (13.15) s = 0, l′ = 0, получаем

f̃(s′, l)g̃(εRs
′, l) = f̃(0, l)g̃(0, l)f̃(s′, 0)g̃(εRs

′, 0), s′ ∈ R, l′ ∈ L. (13.21)

Из (13.18) следует, что при l ̸= 0 правая часть уравнения (13.21) обращается в нуль. Значит,

f̃(s′, l)g̃(εRs
′, l) ≡ 0, s′ ∈ R, при l ̸= 0. По предложению 2.20 из (13.19) и (13.20) вытекает, что при

любом фиксированном l ∈ L функции f̃(s, l) и g̃(s, l) являются целыми функциями по s. Поэтому

либо f̃(s, l) ≡ 0, либо g̃(s, l) ≡ 0, s ∈ R, l ̸= 0. Следовательно, при любом l ̸= 0 правая часть

уравнения (13.15) равна нулю.

Возьмем произвольный элемент l0 ∈ L, l0 ̸= 0. Найдем l и l′ из системы уравненийl + l′ = 0,

l + ε̂Ll
′ = l0,

которая в силу (13.17) имеет единственное решение. Подставляя найденные l, l′ и s′ = 0 в (13.15)

и учитывая (13.19) и (13.20), получаем, что g̃(s, l0) = 0, s ∈ R. Отсюда, учитывая (13.19) и

(13.20), вытекает представление

g̃(s, l) =

exp{−σ2s2 + it2s}, если l = 0,

0, если l ̸= 0.
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Возвращаясь от функции g̃(s, h) к исходной функции g(s, h), находим

g(s, h) =

exp{−σ2s2 + it2s}(g2, h), если h ∈ E,

0, если h /∈ E.
(13.22)

Рассуждая аналогично, получаем, что

f(s, h) =

exp{−σ1s2 + it1s}(g1, h), если h ∈ E,

0, если h /∈ E.
(13.23)

Пусть γj – гауссовское распределение на X с характеристической функцией

γ̂j(s, h) = exp{−σjs2 + itjs}(gj , h), (s, h) ∈ Y, j = 1, 2.

Из (13.22), (13.23) и 2.14(i) следует, что

f(s, h) = γ̂1(s, h)m̂M (s, h), g(s, h) = γ̂2(s, h)m̂M (s, h).

Отсюда, учитывая 2.7(b), получаем µj = γj ∗mM , j=1, 2. �

Следующее утверждение непосредственно вытекает из доказательства теоремы 13.6.

13.7. Следствие. Пусть X = Rm × G, где m ≥ 1, а G – конечная группа. Пусть ξ1 и ξ2 –

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть

δ ∈ Aut(X). Тогда из независимости линейных форм L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2 вытекает, что

µj = γj ∗mF ∗ Exj , где γj ∈ Γs(Rm), F – подгруппа в G, xj ∈ X, j = 1, 2.

Рассмотрим теперь случай, когда группа X дискретна. Докажем вначале одно утверждение,

относящееся к произвольному числу независимых случайных величин. Это утверждение можно

рассматривать, как аналог теоремы Скитовича–Дармуа для дискретных групп без кручения.

13.8. Теорема. Пусть X – дискретная группа без кручения. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2,

– независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть

αj , βj – автоморфизмы группы X. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1+· · ·+αnξn

и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn вытекает, что все µj – вырожденные распределения.

Доказательство. Вводя в рассмотрение новые случайные величины ζj = αjξj , мы редуциру-

ем доказательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ · · ·+ξn
и L2 = δ1ξ1 + · · ·+ δnξn, δj ∈ Aut(X). По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 рав-

носильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.2).

Докажем вначале, что характеристические функции µ̂j(y) не обращаются в нуль. Положим

νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характе-

ристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.2). Обозначим

Aj = {y ∈ Y : ν̂j(y) > 0}, A =

n∩
j=1

Aj , B =

y ∈ Y :

n∏
j=1

ν̂j(δ̃jy) > 0

 , C =

n∩
j=1

δ̃j(B).

Легко видеть, что A+ C ⊂ A. Действительно, пусть u ∈ A, v ∈ C. Тогда v = δ̃jtj , где tj ∈ B, j =
1, 2, . . . , n. Из уравнения (10.2) вытекает, что u + v = u + δ̃jtj ∈ Aj , j = 1, 2, . . . , n. Поэтому
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u + v ∈
n∩

j=1
Aj = A. Обозначим (m)C = {y ∈ Y : y = y1 + · · · + ym, yj ∈ C}. Тогда из включения

A+ C ⊂ A вытекает, что A+
∞∪

m=1
(m)C ⊂ A, а так как 0 ∈ C, то A+

∞∪
m=1

(m)C = A.

Поскольку X – дискретная группа без кручения, то по теоремам 1.6.1 и 1.6.2 Y – связная

компактная группа. Так как C – открытое множество, содержащее нуль, то в силу связности

группы Y имеем Y =
∞∪

m=1
(m)C. Отсюда A = Y , т.е. характеристические функции ν̂j(y) > 0 при

всех y ∈ Y . Следовательно, µ̂j(y), j = 1, 2, . . . , n, не обращаются в нуль.

Положим φj(y) = − log ν̂j(y). Из (10.2) следует, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению

n∑
j=1

φj(u+ δ̃jv) =

n∑
j=1

φj(u) +

n∑
j=1

φj(δ̃jv), u, v ∈ Y. (13.24)

Интегрируя уравнение (13.24) по Y по мере dmY (u) и пользуясь инвариантностью меры mY

относительно сдвига, находим, что
n∑

j=1

φj(δ̃jv) = 0, v ∈ Y. (13.25)

Поэтому все функции φj(y) ≡ 0 на Y . Отсюда получаем, что все характеристические функции

ν̂j(y) ≡ 1 на Y . Тем самым доказано, что все νj = E0. Следовательно, все µj ∈ D(X). �

Из теоремы 1.6.2, леммы 10.1 и теоремы 13.8 непосредственно вытекает следующее утвержде-

ние.

13.9. Следствие. Пусть Y – связная компактная группа, α̃j , β̃j , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, –

топологические автоморфизмы группы Y , µ̂j(y) – характеристические функции на группе Y ,

удовлетворяющие уравнению 10.1(i). Тогда характеристические функции µ̂j(y) имеют вид

µ̂j(y) = (xj , y), xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n.

13.10. Замечание. При доказательстве необращения в нуль характеристических функций

µ̂j(y) в теореме 13.8 использована лишь связность группы Y . Отсюда вытекает, в частности,

что если Y = Rm, то характеристические функции µ̂j(y) на группе Y , удовлетворяющие уравне-

нию 10.1(i), не обращаются в нуль. Учитывая это, из леммы 10.1 и теоремы 10.3 следуют теоремы

Скитовича–Дармуа и Гурье–Олкина.

Следствие 13.9 позволяет доказать следующее общее утверждение.

13.11. Предложение Пусть X = Rm × G, где m ≥ 0, а группа G содержит компактную

открытую подгруппу. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы

группы X. Предположим, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · +
βnξn независимы. Тогда существуют элементы xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n такие, что носители

распределений µ′j всех случайных величин ξ′j = ξj + xj содержатся в подгруппе Rm ×K, где K –

некоторая компактная подгруппа группы X.

Доказательство. Очевидно, что не ограничивая общности можно считать, что L1 = ξ1 +

· · · + ξn и L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, где δj ∈ Aut(X). Заметим, что bX = bG. Мы имеем по теореме
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1.11.2 cY = L ×M , где L ∼= Rm, а M – некоторая связная компактная группа. Поскольку по

теореме 1.9.3 A(G,M) = bG, то A(X,M) = Rm × bG = Rm × bX . Положим νj = µj ∗ µ̄j . По

лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 эквивалентна тому, что характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.2). Из 2.7(c) и 2.7(d) следует, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥
0, y ∈ Y . Ясно, что характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.2).

Легко видеть, чтоM – характеристическая подгруппа группы Y . Поэтому мы можем рассмотреть

ограничение уравнения (10.2) на подгруппу M . По следствию 13.9 ν̂j(y) = 1 при y ∈ M . По

предложению 2.13 σ(νj) ⊂ A(X,M) = Rm × bX . Из предложения 2.2 вытекает, что существуют

такие элементы xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n, что носители распределений µ′j всех случайных величин

ξ′j = ξj+xj содержатся в подгруппе Rm×bX . Отметим, что по следствию 13.4 подгруппа Rm×bX
– характеристическая, а в силу следствия 10.2 линейные формы L′

1 = α1ξ
′
1 + · · · + αnξ

′
n и L′

2 =

β1ξ
′
1+ · · ·+βnξ′n независимы. Поэтому, доказывая предложение 13.11, мы можем считать с самого

начала что группа G состоит из компактных элементов.

Поскольку группа G состоит из компактных элементов, то по теореме 1.9.3 группа H = G∗

вполне несвязна. По теореме 1.12.1 любая окрестность нуля группы H содержит компактную

открытую подгруппу. Обозначим эту подгруппу через N и выберем ее так, чтобы все характе-

ристические функции ν̂j(y) > 0 при y ∈ N . Снова применяя теорему 1.12.1 и учитывая непре-

рывность автоморфизмов δ̃j , получаем, что существует такая компактная открытая подгруппа

F ⊂ N , что δ̃j(F ) ⊂ N, j = 1, 2, . . . , n. Положим φj(y) = − log µ̂j(y), y ∈ H. Поскольку характе-

ристические функции ν̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.2), то функции φj(y) удовлетворяют

уравнению (13.24) при u ∈ N, v ∈ F .

Интегрируя уравнение (13.24) по подгруппе N по распределению Хаара dmN (u) и пользуясь

инвариантностью распределения Хаара mN относительно сдвига, находим, что функции φj(y)

удовлетворяют уравнению (13.25) на подгруппе F . Значит, все характеристические функции

ν̂j(δ̃jv) = 1 при v ∈ F. Положим B =
s∩

j=1
δ̃j(F ). Тогда B – открытая подгруппа в H, и все

характеристические функции ν̂j(y) = 1 при y ∈ B.

Заметим, что A(X,B) = Rm × K, где по теореме 1.9.4 K – компактная группа. По пред-

ложению 2.13 σ(νj) ⊂ Rm × K. Из предложения 2.2 вытекает, что существуют такие элементы

xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n, что носители распределений µ′j всех случайных величин ξ′j = ξj + xj

содержатся в подгруппе Rm ×K. Отметим, что, вообще говоря, подгруппа Rm ×K – не обязана

быть характеристической. �

13.12. Замечание. Пусть X = Rm×G, где m ≥ 0, а группа G содержит компактную открытую

подгруппу. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями

в группе X и с распределениями µj . Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X.

Предположим, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы.

Поскольку подгруппа Rm×bG является характеристической, то из предложения 13.11 и следствия

10.2 вытекает, что изучая возможные распределения µj , можно предполагать, что группа X

такова, что, G = bG, т.е. группа G состоит из компактных элементов.

Из доказательства предложения 13.11 непосредственно вытекает следующее утверждение.
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13.13. Лемма. Пусть X – дискретная периодическая группа. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2,

– независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj, причем

все характеристические функции µ̂j(y) ≥ 0. Пусть δj – автоморфизмы группы X. Тогда из

независимости линейных форм L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn вытекает, что все

характеристические функции µ̂j(y) ≡ 1 на некоторой открытой подгруппе B ⊂ Y .

Нам понадобится также следующая лемма, относящаяся к произвольным группам X.

13.14. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе

X, имеющие распределения µ1 = mK1 и µ2 = mK2 , где K1 и K2 – конечные подгруппы группы

X. Пусть δ ∈ Aut(X). Тогда из независимости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2

вытекает, что K1 = K2 = K и δ(K) = K.

Доказательство. Обозначим ε = δ̃, β = I − ε, f(y) = m̂K1(y), g(y) = mK2(y), Hj =

A(Y,Kj), j = 1, 2. Мы будем использовать представление 2.14(i). По лемме 10.1 независимость

линейных форм L1 и L2 эквивалентна тому, что характеристические функции f(y) и g(y) удовле-

творяет уравнению (13.1). Полагая в (13.1) u = −εv, получаем (13.5). Из уравнения (13.5) следует,

что если βv ∈ H1, то v ∈ H1. Значит, по лемме 13.2 (I − δ)(K1) ⊃ K1, а поскольку подгруппа

K1 конечна, то (I − δ)(K1) = K1. Это влечет δ(K1) ⊂ K1, а поскольку δ ∈ Aut(X) и группа K1

конечна, то δ(K1) = K1. Отсюда по лемме 13.3 ε(H1) = H1. Рассмотрим ограничение уравнения

(13.1) на подгруппу H1. Имеем

g(u+ εv) = g(u)g(εv), u, v ∈ H1.

Отсюда, g(y) = 1 при всех y ∈ H1, т.е. H1 ⊂ H2.

Полагая теперь в уравнении(13.1) v = −u, получаем (13.2). Рассуждение, аналогичное при-

веденному выше, где вместо уравнения (13.5) рассматривается уравнение (13.2), доказывает, что

H2 ⊂ H1. Значит, H1 = H2. По теореме 1.9.1 отсюда следует, что K1 = K2 = K. �

13.15. Замечание. Следующий пример показывает, что утверждение в лемме 13.14, вообще

говоря, неверно, если K1 и K2 – компактные, но не конечные подгруппы группы X. Пусть G –

произвольная компактная группа. Рассмотрим прямое произведение

X =
∞
P

j=−∞
Gj ,

где все Gj = G. Обозначим H = G∗. По теореме 1.7.2

Y =
∞
P∗

j=−∞
Hj ,

где Hj
∼= H. Пусть автоморфизм δ ∈ Aut(X) имеет вид

δ(gj)
∞
j=−∞ = (gj−2)

∞
j=−∞, (gj)

∞
j=−∞ ∈ X.

Обозначим ε = δ̃. Тогда

ε(hj)
∞
j=−∞ = (hj+2)

∞
j=−∞, (hj)

∞
j=−∞ ∈ Y.

Легко видеть, что

Ker(I − ε) = {0}. (13.26)
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Рассмотрим подгруппы

K1 = P
j ̸=1

Gj , K2 = P
j ̸=2

Gj .

Очевидно, что K1 ̸= K2 и Hj = A(Y,Kj), j = 1, 2. Проверим, что характеристические функции

f(y) = m̂K1(y) и g(y) = m̂K2(y) удовлетворяют уравнению(13.1). Достаточно проверить, что

уравнение(13.1) превращается в равенство при u ̸= 0, v ̸= 0. Поскольку H1∩H2 = {0}, то при u ̸=
0, v ̸= 0 правая часть уравнения (13.1) обращается в нуль. При этом левая часть уравнения(13.1)

также обращается в нуль. В противном случае u+v ∈ H1, u+εv ∈ H2. Но тогда (I−ε)v ∈ H1×H2.

Но это возможно лишь в случае, если (I − ε)v = 0. Но тогда, как следует из (13.26), v = 0, что

противоречит условию. Таким образом, характеристические функции f(y) и g(y) удовлетворяют

уравнению(13.1). Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X

и с распределениями mK1 и mK2 . По лемме 10.1 линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2

независимы.

13.16. Теорема. Пусть X – дискретная группа, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы

X. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что

µ1, µ2 ∈ I(X).

Доказательство. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 13.1, мы сводим до-

казательство к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2,

где δ ∈ Aut(X). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y). По лемме 10.1 независимость линей-

ных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют

уравнению (10.23), которое принимает вид (13.1), где ε = δ̃. Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и

2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции

ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.23). Если мы докажем, что νj ∈ I(X), то из 2.7(b) и

2.7(e) следует, что и µj ∈ I(X). Это дает нам возможность решать уравнение(13.1) в предполо-

жении, что f(y) ≥ 0, g(y) ≥ 0, f(−y) = f(y), g(−y) = g(y). Мы докажем, что в этом случае

f(y) = g(y) = m̂K(y), где K – некоторая конечная подгруппа X. Отсюда будет следовать утвер-

ждение теоремы.

Поскольку периодическая часть группы X является характеристической подгруппой в X, то

по замечанию 13.12 доказательство теоремы сводится к случаю, когда группа X периодическая,

что мы и будем предполагать. Обозначим

Ef = {y ∈ Y : f(y) = 1}, Eg = {y ∈ Y : g(y) = 1}.

Тогда по предложению 2.13 σ(µ1) ⊂ A(X,Ef ) = F, σ(µ2) ⊂ A(X,Eg) = G. В силу леммы 13.13

существует такая открытая подгруппа B, что B ⊂ Ef ∩Eg. Обозначим S = A(X,B). Тогда F и G

– подгруппы в S. Поскольку подгруппа B открыта, то по теореме 1.9.4 S – компактная группа,

а так как группа X дискретна, то S – конечная группа. Следовательно, F и G – также конечные

группы.

Заметим теперь, что уравнению(13.1) при любом натуральном n удовлетворяют и характери-

стические функции fn(y) и gn(y), т.е.

fn(u+ v)gn(u+ εv) = fn(u)gn(u)fn(v)gn(εv), u, v ∈ Y. (13.27)
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Очевидно, что существуют пределы

f̄(y) = lim
n→∞

fn(y) =

1, если y ∈ Ef ,

0, если y ̸∈ Ef ,
ḡ(y) = lim

n→∞
gn(y) =

1, если y ∈ Eg,

0, если y ̸∈ Eg.

Поскольку по теореме 1.9.1 Ef = A(Y, F ), Eg = A(Y,G), то из 2.14(i) следует, что

m̂F (y) =

1, если y ∈ Ef ,

0, если y ̸∈ Ef ,
m̂G(y) =

1, если y ∈ Eg,

0, если y ̸∈ Eg.

Следовательно,

m̂F (y) = f̄(y), m̂G(y) = ḡ(y).

Пусть ζ1 и ζ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями

λ1 = mF и λ2 = mG. Из (13.27) следует, что характеристические функции f̄(y) и ḡ(y) также

удовлетворяют уравнению (13.1). По лемме 10.1 отсюда следует, что линейные формы L1 = ζ1+ζ2

и L2 = ζ1 + δζ2 независимы. Мы находимся в условиях применимости леммы 13.14. Из леммы

13.14 вытекает, что F = G и δ(G) = G.

Вернемся к случайным величинам ξ1 и ξ2 и линейным формам L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2.

Так как σ(µj) ⊂ G, то ξj принимают значения в конечной группе G. Поскольку δ(G) = G, то

ограничение автоморфизма δ на подгруппу G является автоморфизмом G. Применяя следствие

13.5 к группе G, мы находим µj = mK ∗ Egj , где K – некоторая подгруппа группы G, а gj ∈
G, j = 1, 2. �

Из доказательства теоремы 13.16 непосредственно вытекает следующее утверждение.

13.17. Следствие. Пусть X – дискретная группа, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть δ ∈ Aut(X). Тогда из незави-

симости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 вытекает, что µj = mK ∗ Exj , где K –

некоторая конечная подгруппа группы X, xj ∈ X, j = 1, 2. Кроме того, δ(K) = K.

13.18. Замечание. Отметим, что из теоремы 13.16 вытекает аналог теоремы 13.6 для группы

X = Rm × G, где m ≥ 1, а G – дискретная группа. Доказательство аналогично доказательству

теоремы 13.6, только вместо следствия 13.5 нужно воспользоваться следствием 13.17.

Отметим следующее утверждение, относящееся к произвольным группам X.

13.19. Предложение. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные

величины со значениями в группе X, имеющие распределение mK , где K – компактная подгруппа

группы X. Пусть δ ∈ Aut(X). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы;

(ii) (I − δ)(K) ⊃ K.
Доказательство. Обозначим ε = δ̃, β = I − ε, H = A(Y,K), f(y) = m̂K(y).

(i) ⇒ (ii). По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 эквивалентна тому, что

характеристическая функция f(y) удовлетворяет уравнению 10.1(i), которое принимает вид

f(u+ v)f(u+ εv) = f2(u)f(v)f(εv), u, v ∈ Y. (13.28)
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Полагая здесь v = −u, получаем

f(βu) = f3(u)f(εu), u ∈ Y. (13.29)

Из (13.29) следует, что если βy ∈ H, то y ∈ H. Поэтому по лемме 13.2 выполнено (ii).

(ii)⇒ (i). Проверим, что функция f(y) = m̂K(y) удовлетворяет уравнению (13.28). Если u, v ∈
H, то левая и правая части уравнения (13.28) равны либо 1, если εv ∈ H, либо нулю, если εv /∈ H.

Если u ∈ H, v /∈ H, или u /∈ H, v ∈ H, то обе части уравнения (13.28) обращаются в нуль. Если

же u, v /∈ H, то правая часть уравнения (13.28) равна нулю. Тогда левая часть уравнения (13.28)

также должна обращаться в нуль, ибо в противном случае было бы u + v, u + εv ∈ H. Отсюда

следует, что βv ∈ H. Поскольку выполнено (ii), то по лемме 13.2 справедливо утверждение

13.2(ii) при α̃ = β, а значит, v ∈ H. Полученное противоречие показывает, что левая часть

уравнения (13.28) обращается в нуль. Итак, функция f(y) удовлетворяет уравнению (13.28), а

следовательно, по лемме 10.1 линейные формы L1 и L2 независимы. Эквивалентность (i) и (ii)

доказана. �

13.20. Замечание. Отметим, что при δ = −I, из предложения 13.19 вытекает описание идем-

потентных распределений mK , которые являются в то же время гауссовскими распределениями

в смысле Бернштейна на группе X. Именно, подгруппа K должна быть группой Корвина (см.

предложение 7.4).

Отметим, что если группа K конечна, то 13.19(ii) равносильно тому, что (I − δ)(K) = K. С

другой стороны, если K – компактная группа, то независимость линейных форм L1 и L2, вообще

говоря, не влечет равенства (I− δ)(K) = K. Действительно, пусть G – произвольная компактная

группа. Рассмотрим прямое произведение

X =
∞
P

j=−∞
Gj ,

где все Gj = G. Положим

K =
∞
P
j=0

Gj ,

и пусть автоморфизм δ ∈ Aut(X) имеет вид

δ(gj)
∞
j=−∞ = (gj+1)

∞
j=−∞, (gj)

∞
j=−∞ ∈ X.

Очевидно, что 13.19(ii) выполнено, в то время как K – собственная подгруппа в (I − δ)(K).

Рассмотрим теперь случай, когда группа X компактна и вполне несвязна. Нам понадобится

ряд лемм.

13.21. Лемма. Пусть X – компактная группа. Предположим, что существуют автомор-

физм δ ∈ Aut(X) и элемент ỹ ∈ Y такие, что выполнены следующие условия:

(i) Ker(I − δ̃) = {0};
(ii) (I − δ̃)Y ∩ {0,±ỹ,±2ỹ} = {0};
(iii) δ̃ỹ ̸= −ỹ.
Тогда для каждого n ≥ 2 существуют независимые одинаково распределенные случайные

величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ ̸∈ Γ(X) ∗ I(X)

такие, что линейные формы L1 = ξ1 + · · ·+ ξn и L2 = ξ1 + · · ·+ ξn−1 + δξn независимы.
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Доказательство. Рассмотрим на группе X функцию

ρ(x) = 1 + (1/2)Re(x, ỹ).

Тогда ρ(x) > 0, x ∈ X, и ∫
X

ρ(x)dmX(x) = 1.

Обозначим через µ – распределение на X с плотностью ρ(x) относительно mX . Очевидно, что

µ ̸∈ Γ(X) ∗ I(X). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые одинаково распределенные

случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Положим f(y) = µ̂(y).

Проверим что линейные формы L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = ξ1 + · · · + ξn−1 + δξn независимы.

По лемме 10.1 достаточно убедиться, что характеристические функции случайных величин ξj

удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

fn−1(u+ v)f(u+ εv) = fn(u)fn−1(v)f(εv), u, v ∈ Y, (13.30)

где ε = δ̃. Пусть a(ỹ) =
1

4
, если 2ỹ ̸= 0 и a(ỹ) =

1

2
, если 2ỹ = 0. Легко видеть, что

f(y) =


1, если y = 0,

a(ỹ), если y = ±ỹ,

0 если y /∈ {0,±ỹ}.

(13.31)

Очевидно, что уравнение (13.30) превращается в равенство, если либо u = 0 либо v = 0.Проверим,

что уравнение (13.30) превращается в равенство при любых u ̸= 0 и v ̸= 0. Из (i) и (iii) следует,

что εỹ ̸= ±ỹ. Поэтому из (13.31) вытекает, что правая часть в (13.30) равна нулю при любом v ̸= 0.

Если левая часть в (13.30) отлична от нуля, то это влечет, что u + v, u + εv ∈ {0,±ỹ}. Отсюда

следует, что (I − ε)v ∈ {0,±ỹ,±2ỹ}. Принимая во внимание (ii), получаем, что (I − ε)v = 0.

Но тогда из (i) вытекает, что v = 0. Полученное противоречие доказывает, что и левая часть в

(13.30) равна нулю. �

13.22. Лемма. Пусть p – простое число и X = ∆ℵ0
p . Тогда для любого n ≥ 2 существуют

независимые одинаково распределенные случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в

группе X и с распределением µ ̸∈ I(X) и автоморфизм δ ∈ Aut(X) такие, что линейные формы

L1 = ξ1 + · · ·+ ξn и L2 = ξ1 + · · ·+ ξn−1 + δξn независимы.

Доказательство. Нам удобно считать, что элементами группы X являются двусторонние

последовательности x = (xk)
∞
k=−∞, xk ∈ ∆p. Рассмотрим автоморфизм δ ∈ Aut(X) вида

δ(xk)
∞
k=−∞ = (xk−1)

∞
k=−∞.

Мы имеем ∆∗
p
∼= Z(p∞). Тогда по теореме 1.7.2 Y ∼= (Z(p∞))ℵ0∗. Элементы группы Y будем

записывать в виде y = (yk)
∞
k=−∞, yk ∈ Z(p∞). Тогда

δ̃(yk)
∞
k=−∞ = (yk+1)

∞
k=−∞.

Положим ỹ = (ỹk)
∞
k=−∞, где ỹk = 0 при k ̸= 0, а ỹ0 – произвольный ненулевой элемент группы

Z(p∞). Проверим, что автоморфизм δ и элемент ỹ удовлетворяют условиям леммы 13.21.
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Пусть y = (yk)
∞
k=−∞ ∈ Ker(I− δ̃). Тогда δ̃y = y. Отсюда следует, что yk+1 = yk, k ∈ Z. Так как

yk ̸= 0 лишь для конечного числа индексов k, то yk = 0, k ∈ Z. Таким образом, 13.21(i) выполнено.

Заметим теперь, что если y = (yk)
∞
k=−∞ ∈ (I − δ̃)Y, y ̸= 0, то по крайней мере два элемента yk1

и yk2 отличны от нуля. Отсюда вытекает 13.21(ii). Справедливость 13.21(iii) очевидна. Так как

группа X вполне несвязна, то по предложению 3.6 Γ(X) = D(X). Утверждение леммы вытекает

теперь из леммы 13.21. �

13.23. Лемма. Пусть p – простое число и

X =
∞
P

m=1
Z(pkm), km ≤ km+1, m = 1, 2, . . .

Тогда для любого n ≥ 2 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины

ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ ̸∈ I(X) и автоморфизм

δ ∈ Aut(X) такие, что линейные формы L1 = ξ1+ · · ·+ξn и L2 = ξ1+ · · ·+ξn−1+δξn независимы.

Доказательство. Будем записывать элементы группыX в виде t = (tm)∞m=1, где tm ∈ Z(pkm).
Пусть j ≥ i. Обозначим через πij эпиморфизм πij : Z(pkj ) 7→ Z(pki), определяемый формулой

πij(tj) = tj(mod pki), tj ∈ Z(pkj ).

Заметим, что πm,m+1πm+1,m+2 = πm,m+2. Зададим гомоморфизм δ : X 7→ X по формуле

δ(tm)∞m=1 = (sm)∞m=1, где

sm =

tm + πm,m+1tm+1 + πm,m+2tm+2, если m нечетное,

tm + πm,m+1tm+1, если m четное.
(13.32)

Очевидно, что гомоморфизм δ непрерывен. Проверим, что гомоморфизм δ является мономор-

физмом. Предположим, что δ(tm)∞m=1 = 0. Возьмем два последовательных числа: нечетное m и

следующее за ним четное m+ 1. Тогда имеем

tm + πm,m+1tm+1 + πm,m+2tm+2 = 0, (13.33)

tm+1 + πm+1,m+2tm+2 = 0. (13.34)

Применим πm,m+1 к равенству (13.34). Получим

πm,m+1tm+1 + πm,m+2tm+2 = 0. (13.35)

Вычитая из равенства (13.33) равенство (13.35) получаем, что tm = 0 при m = 1, 3, 5, . . . . Тогда

из (13.34) следует, что tm+1 = 0 при m = 1, 3, 5, . . . . Итак, tm = 0 при n ∈ N.

Проверим, что гомоморфизм δ является эпиморфизмом. Для этого докажем, что при любом

s = (sm)∞m=1 ∈ X уравнение δt = s имеет решение. Для этого достаточно доказать существование

решения системы {
tm + πm,m+1tm+1 + πm,m+2tm+2 = sm, (13.36)

tm+1 + πm+1,m+2tm+2 = sm+1 (13.37)

при любом нечетномm и следующим за ним четнымm+1. Применим πm,m+1 к равенству (13.37).

Получим

πm,m+1tm+1 + πm,m+2tm+2 = πm,m+1sm+1. (13.38)
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Вычитая из равенства (13.36) равенство (13.38) получаем, что tm = sm − πm,m+1sm+1. Таким

образом, находим все tm, где m — нечетное, а затем из (13.37) все tm, где m — четное. Итак, мы

доказали, что δ ∈ Aut(X).

По теореме 1.7.2

Y ∼=
∞
P∗
m=1

Z(pkm),

где km ≤ km+1, m = 1, 2, . . . . Элементы группы Y будем обозначать через l = (lm)∞m=1, где

lm ∈ Z(pkm) и лишь конечное число элементов lm ̸= 0. Пусть ỹ = (ỹm)∞m=1 ∈ Y такой элемент, что

ỹ1 ̸= 0, ỹm = 0 при m > 1. Проверим, что автоморфизм δ и элемент ỹ удовлетворяют условиям

леммы 13.21.

Пусть j ≥ i. Рассмотрим сопряженный к πij гомоморфизм π̃ij : Z(pki) 7→ Z(pkj ), определяемый

формулой

π̃ijti = pkj−kiti, ti ∈ Z(pki).

Несложно непосредственно проверить, что гомоморфизм δ̃ имеет вид δ̃(lm)∞m=1 = (hm)∞m=1, где

hm =


l1, если m = 1,

π̃m−1,mlm−1 + lm, если m четное ,

π̃m−2,mlm−2 + π̃m−1,mlm−1 + lm, если m нечетное , m ̸= 1.

(13.39)

Из (13.32), очевидно, следует, что I − δ – эпиморфизм. Тогда по теореме 1.13(b) I − δ̃ – моно-

морфизм, т.е. выполнено 13.21(i). Из (13.39) вытекает 13.21(ii). Очевидно также, что выполнено

13.21(iii). Так как группа X вполне несвязна, то по предложению 3.6 Γ(X) = D(X). Утверждение

леммы вытекает теперь из леммы 13.21. �

13.24. Замечание. Пусть X – произвольная группа, G – замкнутая подгруппа группы X.

Пусть αj , βj ∈ Aut(G), j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, и автоморфизмы αj , βj продолжаются до то-

пологических автоморфизмов ᾱj , β̄j группы X. Предположим, что существуют независимые

случайные величины ξj со значениями в группе G и с распределениями µj ̸∈ Γ(G) ∗ I(G) такие,

что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы. Тогда, очевид-

но, ξj можно рассматривать, как независимые случайные величины со значениями в группе X.

При этом линейные формы L1 = ᾱ1ξ1 + · · · + ᾱnξn и L2 = β̄1ξ1 + · · · + β̄nξn будут независимы, а

µj ̸∈ Γ(X) ∗ I(X).

Отметим, что если G – топологический прямой сомножитель в X, то любой топологический

автоморфизм δ ∈ Aut(G) продолжается до топологического автоморфизма группы X.

13.25. Лемма. Пусть X – компактная вполне несвязная группа. Тогда либо группа X то-

пологически изоморфна группе

(i) P
p∈P

(∆
np
p ×Gp),

где np – неотрицательное целое число, а Gp – конечная p-примарная группа, либо при некотором

простом p группа X имеет топологический прямой сомножитель, топологически изоморфный

либо группе ∆ℵ0
p , либо группе

(ii)
∞
P

m=1
Z(pkm), km ≤ km+1, m = 1, 2, . . .
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Доказательство. По теоремам 1.6.1 и 1.6.4 группа характеров Y дискретна и периодична. По

теореме 1.20.1 группа Y является слабым прямым произведением своих p-компонент

Y = P∗
p∈P

Yp. (13.40)

По теореме 1.20.2 каждая из p-примарных подгрупп Yp может быть представлена, как прямое

произведение Yp = Dp×Np, где Dp – максимальная делимая подгруппа в Yp и Np – счетная реду-

цированная p-примарная группа. По теореме 1.20.3 группа Dp в свою очередь может быть пред-

ставлена как слабое прямое произведение групп, каждая из которых изоморфна группе Z(p∞).

Учитывая, что (Z(p∞))∗ ∼= ∆p, из теоремы 1.7.2 вытекает, что

X = P
p∈P

Xp,

где

Xp
∼= ∆n

p ×Gp, n ≤ ℵ0, Gp
∼= (Np)

∗. (13.41)

Предположим, что группа топологически не изоморфна группе вида (i). Это значит, что в

(13.41) при некотором p либо n = ℵ0, либо группа Gp бесконечна. Если n = ℵ0, то группа X

имеет топологический прямой сомножитель G, топологически изоморфный группе ∆ℵ0
p . Если

группа Gp бесконечна, то и группа Np бесконечна. Как известно, всякая счетная бесконечная

редуцированная p-примарная абелева группа имеет прямой сомножитель, изоморфный группе

∞
P∗
m=1

Z(pkm), km ≤ km+1, m = 1, 2, . . .

([80, предложение 77.5]). Поэтому такой прямой сомножитель имеет и группа Np. Но тогда по тео-

реме 1.7.2 группа Gp имеет топологический прямой сомножитель G, топологически изоморфный

группе вида (ii). �

13.26. Теорема. Пусть X – компактная вполне несвязная группа, ξ1 и ξ2 – независимые

случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj –

топологические автоморфизмы группы X. Для того чтобы из независимости линейных форм

L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекало, что µ1, µ2 ∈ I(X), необходимо и достаточно,

чтобы группа X была топологически изоморфна группе вида 13.25(i).

Доказательство. Необходимость. Предположим, что группа X топологически не изоморфна

группе вида 13.25(i). По лемме 13.25 при некотором простом p группа X имеет топологический

прямой сомножитель G, топологически изоморфный либо группе ∆ℵ0
p , либо группе вида 13.25(ii).

Если группаX имеет топологический прямой сомножительG, топологически изоморфный группе

∆ℵ0
p , то по лемме 13.22 существуют автоморфизм δ ∈ Aut(G) и независимые случайные величины

ξ1 и ξ2 со значениями в G и с распределениями µ1, µ2 ̸∈ I(G) такие, что линейные формы

L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. Если же группа X имеет топологический прямой

сомножитель, топологически изоморфный группе вида 13.25(ii), то аналогичное утверждение

верно по лемме 13.23. Поскольку подгруппа G является топологическим прямым сомножителем

в X, то необходимость вытекает из замечания 13.24.

Достаточность. Предположим, что группа X топологически изоморфна группе вида 13.25(i).

По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические
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функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) выте-

кает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции ν̂j(y) также

удовлетворяют уравнению 10.1(i). Если мы докажем, что νj ∈ I(X), то из 2.7(e) следует, что и

µj ∈ I(X). Это дает нам возможность решать уравнение 10.1(i) в предположении, что µ̂j(y) ≥ 0.

Достаточность будет доказана, если мы проверим, что функции µ̂j(y) принимают лишь значения

0 и 1. Действительно, в этом случае µ̂2j (y) = µ̂j(y), j = 1, 2, при всех y ∈ Y . Из 2.7(b) и 2.7(c)

тогда следует, что µ∗2j = µj , т.е. µj ∈ I(X), j = 1, 2.

Пусть y0 ∈ Y . Учитывая (13.40), мы имеем

y0 =

n∑
j=1

yj ,

где yj ∈ Ypj . Очевидно, что pjkj yj = 0, j = 1, 2, . . . , n при некоторых kj . Рассмотрим подгруппы

Bj = {y ∈ Ypj : pj
kj y = 0}. Тогда y0 ∈ B = B1 × · · · × Bn. Так как группа X топологически

изоморфна группе вида 13.25(i), то каждая подгруппа Bj конечна. Следовательно, подгруппа B

также конечна. Очевидно, что подгруппа B характеристическая. Ясно, что для любых u, v ∈ Y
существует подгруппа B указанного вида, такая что u, v ∈ B. Рассмотрим ограничение урав-

нения 10.1(i) на B. По следствию 2.11 сужения характеристических функций µ̂j(y) на B – это

характеристические функции некоторых распределений на фактор-группе X/A(X,B). Так как

группа B конечна и в силу теорем 1.9.1 и 1.9.2 (X/A(X,B))∗ ∼= B, то фактор-группа X/A(X,B)

также конечна. По теореме 13.1 характеристические функции µ̂j(y) принимают лишь значения 0

и 1. Достаточность также доказана. �

Теорема 13.16 означает, что теорема Скитовича–Дармуа для двух независимых случайных

величин верна для произвольных дискретных групп. Из теоремы 13.26 вытекает, что теорема

Скитовича–Дармуа для двух независимых случайных величин верна для компактных вполне

несвязных групп вида 13.25(i). Ниже мы докажем, что теорема Скитовича–Дармуа для двух

независимых случайных величин верна для прямого произведения указанных групп и группы

Rm. Этот результат можно рассматривать, как обобщение теоремы 13.6. Для доказательства нам

понадобится следующая лемма.

13.27. Лемма. Пусть H = F × S, где F – дискретная периодическая группа, удовлетворяю-

щая условию:

(i) для любого простого числа p подгруппа F(p) = {d ∈ F : pd = 0} конечна, а S – компактная

группа.

Тогда для любого элемента h0 ∈ H и любого автоморфизма ε ∈ Aut(H) существует такая

компактная подгруппа Q в H, что h0 ∈ Q и ε(Q) = Q.

Доказательство. Рассмотрим разложение группы F в слабое прямое произведение ее p-

компонент

P*
p∈P

Fp.

Пусть d ∈ F . Тогда элемент d представим в виде

d =

n∑
j=1

dj ,
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где dj ∈ Fpj , а значит, при некоторых натуральных kj выполнено pkjj dj = 0, j = 1, 2, . . . , n. Будем

считать, что kj здесь выбраны наименьшими из возможных. Положим

Bj = {c ∈ Fpj : p
kj
j c = 0}.

Тогда

d ∈ B1 × · · · ×Bn = B, (13.42)

и из условия (i) следует, что подгруппа B конечна. Очевидно, что для любого конечного подмно-

жества M ⊂ F существует подгруппа B указанного вида, содержащая M .

Обозначим через h = (d, k), d ∈ F, k ∈ S, – элементы группы H. Пусть π : H 7→ F –

гомоморфизм πh = π(d, k) = d. Для автоморфизма ε ∈ Aut(H) рассмотрим подгруппу Sε =

π(ε(S)). Поскольку гомоморфизмы π и ε непрерывны, а S – компактная группа, то Sε – также

компактная группа. В силу дискретности группы F , группа Sε конечна. Очевидно, мы имеем

ε(S) ⊂ Sε × S. (13.43)

Пусть h0 = (d0, k0) ∈ H. Обозначим через B подгруппу вида (13.42), содержащую элемент d0 и

подгруппы Sε и Sε−1 . Тогда h0 ∈ B × S. Проверим, что ε(B × S) = B × S.

Пусть c ∈ Bj . Очевидно, что порядки элементов c и εc одинаковы и равны plj , где l ≤ kj .

Поскольку все элементы группы H, имеющие порядок plj , где l ≤ kj , содержатся в Bj × S, то

εc ∈ Bj × S. Следовательно, ε(Bj) ⊂ Bj × S. Отсюда вытекает, что

ε(B) ⊂ B × S. (13.44)

Поскольку Sε ⊂ B, то из (13.43) и (13.44) получаем

ε(B × S) ⊂ ε(B) + ε(S) ⊂ (B × S) + (Sε × S) = B × S. (13.45)

Аналогично находим

ε−1(B × S) ⊂ B × S. (13.46)

Из (13.45) и (13.46) следует, что ε(B×S) = B×S. Положим Q = B×S. Подгруппа Q – искомая.

�

13.28. Замечание Условие 13.27(i) существенно для справедливости леммы 13.27. Действи-

тельно, пусть G – произвольная конечная группа и Φi = G, i = 0,±1,±2, . . . . Обозначим через

F слабое прямое произведение

F =
−1

P*
i=−∞

Φi,

и рассмотрим группу F в дискретной топологии. Тогда F – дискретная периодическая группа,

не удовлетворяющая условию 13.27(i). Обозначим через S прямое произведение

S =
∞
P
i=0

Φi,

и рассмотрим группу S в топологии произведения. Очевидно, что S – компактная группа. Эле-

менты группы H = F × S будем записывать в виде h = {xi}∞i=−∞, где xi ∈ Φi, причем xi = 0 при

i < n(h). Положим a{xi}∞i=−∞ = {xi+1}∞i=−∞. Очевидно, что a ∈ Aut(H). Ясно, что для любого

элемента h ∈ H, h ̸= 0, траектория {anh}∞n=0 некомпактна. Следовательно, не существует такой

компактной подгруппы Q ⊂ H, которая была бы инвариантна относительно a.
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13.29. Теорема. Пусть

(i) X = Rm ×K ×D,

где m ≥ 0, K – группа вида 13.25(i), а D – дискретная группа. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые

случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj –

топологические автоморфизмы группы X. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 +

α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).

Доказательство. Легко видеть, что bX = K×bD и подгруппа Rm×bX – характеристическая.

Поэтому, учитывая замечание 13.12, можно с самого начала считать группу D периодической.

Обозначим G = K ×D, H = G∗. Тогда Y ∼= Rm ×H. Чтобы не вводить дополнительных обозна-

чений, будем считать, что Y = Rm ×H. Элементы группы Y будем обозначать через y = (s, h),

где s ∈ Rm, h ∈ H. Обозначим F = K∗, S = D∗. Поскольку группа K компактна и вполне

несвязна, то по теоремам 1.6.1 и 1.6.4 группа F дискретна и периодическая. Так как D – дискрет-

ная периодическая группа, то по теоремам 1.6.1 и 1.6.4 группа S компактна и вполне несвязна.

Следовательно, группа H = F × S вполне несвязна и состоит из компактных элементов. Из ска-

занного следует, что Rm – связная компонента нуля группы Y , а следовательно, ограничение

любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y ) на Rm является топологическим автоморфизмом подгруппы

Rm. Обозначим это ограничение через τRm . ПосколькуH – подгруппа, состоящая из всех компакт-

ных элементов группы Y , то H – характеристическая подгруппа, а следовательно, ограничение

любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y ) на подгруппу H также является автоморфизмом подгруппы

H. Обозначим это ограничение через τH . Следовательно, любой автоморфизм τ ∈ Aut(Y ) имеет

вид τ(s, h) = (τRms, τHh).

Рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 13.1, мы сведем доказательство теоремы

к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ ξ2 и L2 = ξ1+ δξ2, где δ ∈ Aut(X).

Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y), ε = δ̂. В силу леммы 10.1 доказательство теоремы сводится

к решению уравнения (13.1), которое в наших обозначениях принимает вид

f(s+ s′, h+ h′)g(s+ εRms′, h+ εHh
′)

= f(s, h)g(s, h)f(s′, h′)g(εRms′, εHh
′), (s, h), (s′, h′) ∈ Y. (13.47)

Рассмотрим распределения νj = µj ∗ µ̄j . В силу 2.7(c) и 2.7(d) ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0. Очевидно,

что характеристические функции ν̂j(0, h) удовлетворяют уравнению

ν̂1(0, h+ h′)ν̂2(0, h+ εHh
′) = ν̂1(0, h)ν̂2(0, h)ν̂1(0, h

′)ν̂2(0, εHh
′), h, h′ ∈ H. (13.48)

Легко видеть, что компактная вполне несвязная группа K топологически изоморфна группе вида

13.25(i) тогда и только тогда, когда ее группа характеров F = K∗ удовлетворяет условию 13.27(i).

Из условий теоремы следует поэтому, что условия леммы 13.27 выполнены для группы H. Пусть

h0 ∈ H. По лемме 13.27 существует такая компактная подгруппа Q ⊂ H, что h0 ∈ Q и ε(Q) = Q.

По теореме 1.9.2 группа Q является группой характеров группы N , где N ∼= G/A(G,Q). По-

скольку группа Q компактна, то по теореме 1.6.1 группа N дискретна. Рассмотрим ограничение

уравнения (13.48) на Q. Это можно сделать, поскольку ε(Q) = Q. Из леммы 10.1 и следствия 13.17

вытекает, что ν̂1(0, h) = ν̂2(0, h), h ∈ Q, и функции ν̂j(0, h), h ∈ Q, являются характеристически-

ми функциями распределения Хаара некоторой конечной подгруппы в N . Отсюда вытекает, что
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характеристические функции ν̂j(0, h) принимают на Q лишь два значения 0 и 1. Отсюда следует,

что

ν̂1(0, h) = ν̂2(0, h), h ∈ H,

и характеристические функции ν̂j(0, h) принимают на H лишь два значения 0 и 1. Положим

E = {h ∈ H : ν̂1(0, h) = ν̂2(0, h) = 1}.

Мы имеем

ν̂1(0, h) = ν̂2(0, h) =

1, если h ∈ E,

0, если h /∈ E.
(13.49)

Из предложения 2.13 следует, что E открытая подгруппа в H. Положим M = A(G,E). Тогда по

теореме 1.9.4 M – компактная подгруппа в G. Из 2.7(b), 2.14(i) и (13.49) вытекает, что

ν̂1(0, h) = ν̂2(0, h) = m̂M (y), h ∈ H.

Из 2.7(e) тогда легко заключить, что характеристические функции µ̂1(0, h) и µ̂2(0, h) имеют вид

f(0, h) = m̂M (h)(g1, h), g(0, h) = m̂M (h)(g2, h), h ∈ H, (13.50)

где g1, g2 ∈ G. Заметим, что из теорем 1.9.1 и 1.9.2 следует, что M∗ ∼= H/E.

Заменяя распределения µj их сдвигами, будем считать, что в (13.50) g1 = g2 = 0. Тогда

f(0, h) = g(0, h) =

1, если h ∈ E,

0, если h ̸∈ E.
(13.51)

Из (13.51) по предложению 2.13 следует, что характеристические функции f(s, h) и g(s, h)

E-инвариантны. Легко видеть также, что ε(E) = E. Поэтому мы можем перейти от уравнения

(13.47) на группе Y к индуцированному уравнению на фактор-группе Y/E ∼= Rm × (H/E), пола-

гая f̂([y]) = f(y), ĝ([y]) = g(y), ε̂[y] = [εy]. При этом гомоморфизм, индуцированный автомор-

физмом ε на фактор-группе Y/E, очевидно, является топологическим автоморфизмом фактор-

группы Y/E. Положим L = H/E. Очевидно, что ограничение автоморфизма ε̂ ∈ Aut(Y/E) на

L является топологическим автоморфизмом L. Обозначим это ограничение через ε̂L. Элементы

группы Y/E ∼= Rm × L будем обозначать через (s, l), s ∈ Rm, l ∈ L. В наших обозначениях

ε̂(s, l) = (εRms, ε̂Ll). Уравнение, индуцированное уравнением (13.47) на фактор-группе Y/E, име-

ет вид

f̂(s+ s′, l + l′)ĝ(s+ εRms′, l + ε̂Ll
′)

= f̂(s, l)ĝ(s, l)f̂(s′, l′)ĝ(εRms′, ε̂Ll
′), (s, l), (s′, l′) ∈ Rm × L. (13.52)

Легко видеть, что для решений уравнения (13.52) выполнено

{l ∈ L : f̂(0, l) = 1} = {l ∈ L : ĝ(0, l) = 1} = {0}. (13.53)

Рассмотрим подгруппу V = {l ∈ L : ε̂Ll = l}. Как следует из (13.48), сужения характеристических

функций f̂(0, l) и ĝ(0, l) на V удовлетворяют уравнению

f̂(0, l + l′)ĝ(0, l + l′) = f̂(0, l)ĝ(0, l)f̂(0, l′)ĝ(0, l′), l, l′ ∈ V. (13.54)
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Полагая в (13.54) l′ = −l и учитывая (13.51), получаем, что f̂(0, l) = ĝ(0, l) = 1 при всех l ∈ V.
Учитывая (13.53), это означает, что V = {0}, т.е.

Ker(I − ε̂L) = {0}. (13.55)

Поскольку M – компактная подгруппа в G, а группа G вполне несвязна, то M – компактная

вполне несвязная группа, а следовательно, по теоремам 1.6.1 и 1.6.4 L – дискретная периодическая

группа. Заметим, что группаM, как компактная подгруппа вG, топологически изоморфна группе

вида 13.25(i). Следовательно, группа L удовлетворяет условию 13.27(i). Но для таких групп L, как

нетрудно проверить, любой мономорфизм является автоморфизмом. Поэтому из (13.55) вытекает,

что

I − ε̂L ∈ Aut(L). (13.56)

Кроме того, очевидно, что для решений уравнения (13.52) мы имеем

f̂(0, l) = ĝ(0, l) =

1, если l = 0,

0, если l ̸= 0.
(13.57)

Подставим в (13.52) l = l′ = 0. Учитывая лемму 10.1, из полученного уравнения по теореме по

теореме Гурье–Олкина находим

f̂(s, 0) = exp{−⟨A1s, s⟩+ i⟨t1, s⟩},

ĝ(s, 0) = exp{−⟨A2s, s⟩+ i⟨t2, s⟩}, s ∈ Rm, (13.58)

где Aj – симметричные неотрицательно определенные матрицы, tj ∈ Rm, j = 1, 2.

Учитывая (13.56), (13.57) и (13.58), мы решаем уравнение (13.52) так, как это делается при

доказательстве теоремы 13.6. В результате получаем представления

f̂(s, l) =

exp{−⟨A1s, s⟩+ i⟨t1, s⟩}, если l = 0,

0, если l ̸= 0.
(13.59)

ĝ(s, l) =

exp{−⟨A2s, s⟩+ i⟨t2, s⟩}, если l = 0,

0, если l ̸= 0.
(13.60)

Возвращаясь от функций f̂(s, l) и ĝ(s, l) к характеристическим функциям µ̂j(y), из (13.59) и

(13.60) заключаем, что µj ∈ Γ(X) ∗ I(X). �

Согласно теореме 13.26 в классе компактных вполне несвязных группX условие: группа X то-

пологически изоморфна группе вида 13.25(i), является не только достаточным, но и необходимым

для справедливости на группе X теоремы Скитовича–Дармуа для двух независимых случайных

величин. В этой связи интересно отметить, что группами, которые топологически изоморфны

группам вида 13.29(i), не исчерпываются локально компактные абелевы группы, на которых

теорема Скитовича–Дармуа справедлива для двух независимых случайных величин. Ниже мы

построим пример группы X, топологически не изоморфной группе вида 13.29(i), и обладающей

следующим свойством: если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в груп-

пе X и с распределениями µ1 и µ2, а αj , βj , j = 1, 2, – топологические автоморфизмы группы

X, то из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 вытекает, что

µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).
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13.30. Пример. Пусть p — простое число, а Z(p∞) – дискретная аддитивная группа вида

1.2(e). Через Z(p) обозначим подгруппу в Z(p∞) вида Z(p) = {k/p : k = 0, 1, . . . , p− 1}. Обозначим

через pn — n-е простое число и рассмотрим группу
∞
P
n=1

Z(p∞n ). Обозначим через Y подгруппу

в
∞
P
n=1

Z(p∞n ), состоящую из таких элементов y = (y1, y2, . . . , yn, . . . ), что yn /∈ Z(pn) лишь для

конечного числа индексов n. Положим

H =
∞
P
n=1

Z(pn).

Тогда H – подгруппа в Y . Рассмотрим группу H в топологии произведения. Очевидно, что H –

компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности. Превратим Y в топо-

логическую группу, считая, что H – открытая подгруппа в Y . Тогда Y – локально компактная

абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме. Очевидно, что группа Y недискретна неком-

пактна и вполне несвязна. Легко видеть, что

Y/H ∼=
∞
P∗
n=1

Z(p∞n ).

Положим X = Y ∗. Проверим вначале, что группа X топологически не изоморфна группе вида

13.29(i). Для этого заметим, что Y (n) = Y для любого натурального n. Отсюда по теореме 1.9.5

вытекает, чтоX(n) = {0} для любого натурального n, т.е.X – группа без кручения. Предположим,

что группаX топологически изоморфна группе вида 13.29(i). Тогда, очевидно,m = 0. Кроме того,

поскольку группаX некомпактна и недискретна, то по теореме 1.6.1 в 13.29(i)K ̸= {0} иD ̸= {0}.
Следовательно, по теоремам 1.7.1 и 1.6.1 группа Y имеет компактный прямой сомножитель M ,

где M ∼= D∗. Так как группа Y вполне несвязна, то и группа M вполне несвязна. Отсюда по

теореме 1.6.4 следует, что группа D периодическая. Но это противоречит тому, что X – группа

без кручения. Следовательно, группа X топологически не изоморфна группе вида 13.29(i).

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распреде-

лениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Проверим, что из

независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 следует, что µ1, µ2 ∈ I(X).

Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 13.1, мы можем считать, что L1 = ξ1 + ξ2 и

L2 = ξ1+ δξ2, где δ ∈ Aut(X), и µ̂j(y) ≥ 0, j = 1, 2. Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y) и ε = δ̃.

По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (13.1).

Пусть a ∈ Aut(Y ) и y = (y1, y2, . . . , yn, . . . ) ∈ H. Обозначим y(n) = (y1, y2, . . . , yn, 0, 0, . . . ).

Тогда y(n) ∈ H и y(n) → y. Отсюда следует, что ay(n) → ay. Так как, очевидно, ay(n) ∈ H, то и ay ∈
H. Значит, a(H) ⊂ H. Отсюда следует, что ограничение на подгруппу H любого топологического

автоморфизма a группы Y является топологическим автоморфизмом подгруппы H. В частности,

ограничение ε на подгруппу H является топологическим автоморфизмом подгруппы H, и мы

можем рассмотреть ограничение уравнения (13.1) на подгруппу H. По теореме 1.7.2 H = G∗, где

G ∼=
∞
P∗
n=1

Z(pn).

Поскольку группа G дискретна, то по лемме 10.1 и следствию 13.17 имеем

f(y) = g(y) = mK(y), y ∈ H, (13.61)
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где K – некоторая конечная подгруппа группы G. Легко видеть, что тогда K имеет вид

K =
l
P
j=1

Z(pnj ).

Обозначим S = {n1, n2, . . . , nl}. Положим L = A(H,K). Очевидно, что

L = P
n∈N\S

Z(pn).

Из 2.14(i) и (13.61) вытекает, что f(y) = g(y) = 1 при y ∈ L. Отсюда, по предложению 2.13 следует,

что функции f(y) и g(y) – L-инвариантны. Кроме того, по следствию 13.17 и лемме 13.3 ε(L) = L.

Поэтому мы можем перейти от уравнения (13.1) на группе Y к индуцированному уравнению

на фактор-группе Y/L, полагая f̂([y]) = f(y), ĝ([y]) = g(y), ε̂[y] = εy. Так как ε(L) = L, то

ε̂ ∈ Aut(Y/L). Таким образом, функции f̂([y]) и ĝ([y]) удовлетворяют уравнению

f̂([u] + [v])g([u] + ε̂[v]) = f([u])g([u])f([v])g(ε̂[v]), [u], [v] ∈ Y/L. (13.62)

Нетрудно проверить, что

Y/L ∼=
∞
P∗
n=1

Z(p∞n ).

Учитывая теорему 1.7.2 и 1.10(d), отсюда следует, что Y/L ∼= F ∗, где

F =
∞
P
n=1

∆pn .

Поскольку, очевидно, F – компактная вполне несвязная группа, то искомое утверждение вытекает

из леммы 10.1, уравнения (13.62) и теоремы 13.26.

Рассмотрим теперь случай, когда X – связная компактная группа. Справедливо следующее

утверждение.

13.31. Теорема. Пусть X – связная компактная группа. Тогда существуют независимые

случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X)

и топологические автоморфизмы αj , βj группы X такие, что линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2

и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 независимы.

Доказательство. По теоремам 1.6.1 и 1.6.2 группа характеров Y – дискретная группа без

кручения. Возможны два случая: fp /∈ Aut(X) для некоторого простого p и fp ∈ Aut(X) при всех

p.

1. Пусть fp /∈ Aut(X) для некоторого простого p. Предположим, что p – минимальное из

натуральных чисел, обладающих этим свойством. Так как группа X связна, то по теореме 1.9.6

X(n) = X для всех натуральных n. Поэтому, если fp /∈ Aut(X), то Kerfp ̸= {0}.
Пусть p = 2. Тогда Kerf2 = {x ∈ X : 2x = 0} ̸= {0}, т.е. группа X содержит элементы порядка

2. Так как cX = X, то по теореме 7.10 существуют независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со

значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) такие, что линейные формы

L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2 независимы.

Предположим, что p ≥ 3. Положим a = 1− p. Поскольку число p – минимальное натуральное

число, обладающее свойством fp /∈ Aut(X), то f−a ∈ Aut(X), а значит и fa ∈ Aut(X). По теореме

1.9.5 Kerfp = A(X,Y (p)). Следовательно, Y (p) ̸= Y . Возьмем ỹ /∈ Y (p) и проверим, что автомор-

физм δ = fa и элемент ỹ удовлетворяют условиям леммы 13.21. Из 1.13(d) следует, что f̃a = fa.
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Имеем I − f̃a = f̃p. Поскольку Y – группа без кручения, то Ker(I − f̃a) = {0}, т.е. выполнено

13.21(i). Так как I − f̃a = f̃p, то (I − f̃a)Y = Y (p). Поскольку p ≥ 3, то числа 2 и p взаимно про-

сты. Поэтому существуют целые m и n такие, что 2m+ pn = 1. Отсюда следует y = 2my + pny.

Поэтому, если ỹ /∈ Y (p), то и 2ỹ /∈ Y (p). Следовательно, выполнено 13.21(ii). Так как Y – группа

без кручения, то очевидно, выполнено 13.21(iii). В этом случае утверждение теоремы вытекает

из леммы 13.21.

2. fp ∈ Aut(X) при всех p. Это означает, что X – группа без кручения. Так как группа X

связна, то по теореме 1.11.4 группа X топологически изоморфна группе вида

(Σa)
n, a = (2, 3, 4, . . . ), n ≤ ℵ0.

Очевидно, что теорему достаточно доказать для группы X = Σa. Тогда Y ∼= Q. Элементы группы

Y будем обозначать через r, r ∈ Q.

Пусть H – подгруппа в Y вида H =
{m
5n

}
m,n∈Z

. Обозначим G = H∗, K = A(G,H(2)). Из тео-

рем 1.9.1 и 1.9.2 вытекает, что K ∼= Z(2). Пусть λ – произвольное неидемпотентное распределение

на G с носителем в K. Легко видеть, что характеристическая функция λ̂(h) имеет вид

λ̂(h) =

1, если h ∈ H(2),

c, если h /∈ H(2),
(13.63)

где −1 < c < 1. Рассмотрим на группе Y функцию

g(y) =

λ̂(y), если y ∈ H,

0, если y /∈ H.
(13.64)

По предложению 2.12 g(y) – положительно определенная функция. По теореме Бохнера суще-

ствует распределение µ ∈ M1(X) такое, что µ̂(y) = g(y). Очевидно, что µ /∈ Γ(X) ∗ I(X).

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные величины со значениями

в группе X и с распределением µ. Проверим, что линейные формы L1 = ξ1 + 2ξ2 и L2 = 2ξ1 − ξ2
независимы. По лемме 10.1 достаточно убедиться, что характеристические функции случайных

величин ξj удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

µ̂(u+ 2v)µ̂(2u− v) = µ̂(u)µ̂(2u)µ̂(2v)µ̂(−v), u, v ∈ Y. (13.65)

Из (13.63) вытекает, что при u, v ∈ H уравнение (13.65) превращается в равенство. Очевидно

также, что уравнение (13.65) превращается в равенство, если либо u ∈ H, v /∈ H либо v ∈ H, u /∈
H. Предположим, что u, v /∈ H. Тогда правая часть в (13.65) равна нулю. Если левая часть в

(13.65) отлична от нуля, то тогда u+ 2v, 2u− v ∈ H. Но в этом случае 5u ∈ H, и следовательно,

u ∈ H. Полученное противоречие показывает, что уравнение (13.65) превращается в равенство

при любых u, v ∈ Y. �

13.32. Замечание. Пусть X – связная компактная группа. Предположим, что автоморфизмы

αj = fmj , βj = fnj ∈ Aut(X) удовлетворяют условию:

α1β1 + α2β2 = 0. (13.66)
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Пусть γ – невырожденное гауссовское распределение на X. Из леммы 10.1 и замечания 3.4 сле-

дует, что если ξ1 и ξ2 независимые одинаково распределенные с распределением γ случайные

величины со значениями в группе X, то линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2

независимы. Возникает естественный вопрос, можно ли построить автоморфизмы αj , βj в теореме

13.31, удовлетворяющие условию (13.66), и независимые одинаково распределенные случайные

величины ξ1 и ξ2, со значениями в группе X и с распределением µ /∈ Γ(X) ∗ I(X) такие, что

линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 независимы.

В случае 2 это уже было сделано при доказательстве теоремы 13.31. Рассмотрим случай 1.

Пусть fp /∈ Aut(X), где p ≥ 3. Предположим, что ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределением µ. Рассмотрим линейные формы L1 = ξ1 + aξ2 и

L2 = aξ1− ξ2, где a = p− 1. Проверим, что существует такое распределение µ /∈ Γ(X) ∗ I(X), что

L1 и L2 независимы. Положим q = a2 + 1. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и

L2 равносильна тому, что характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i),

которое принимает вид

µ̂(u+ av)µ̂(au− v) = µ̂(u)µ̂(au)µ̂(av)µ̂(−v), u, v ∈ Y. (13.67)

Если fq /∈ Aut(X), то мы рассуждаем так же, как при доказательстве теоремы 13.31 в случае

1. Возьмем ỹ /∈ Y (q). Пусть µ – распределение на X с плотностью ρ(x) = 1+Re(x, ỹ) относительно

mX . Ясно, что µ ̸∈ Γ(X)∗I(X). Проверим, что характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяют

уравнению (13.67). Очевидно, что уравнение (13.67) превращается в равенство, если либо u = 0

либо v = 0. Пусть u ̸= 0 и v ̸= 0. Так как aỹ ̸= −ỹ, то правая часть уравнения (13.67) равна

нулю при любом v ̸= 0. Если левая часть уравнения (13.67) отлична от нуля, то это влечет, что

u+ av, au− v ∈ {0,±ỹ}. Отсюда следует, что

qv ∈ {0,±ỹ,±(a± 1)ỹ}. (13.68)

По условию ±ỹ /∈ Y (q). Поскольку числа a+1 и q взаимно просты и числа a−1 и q также взаимно

просты, то (a ± 1)ỹ /∈ Y (q). Поэтому из (13.68) вытекает, что qv = 0. Поскольку Y – группа без

кручения, то v = 0. Полученное противоречие доказывает, что и левая часть в (13.67) равна

нулю.

Если fq ∈ Aut(X), то мы используем схему доказательства теоремы 13.31 в случае 2. Именно,

пусть y0 – произвольный элемент группы Y . Так как fq ∈ Aut(X), то fq ∈ Aut(Y ). Поэтому

можно рассмотреть подгруппу H в Y вида H =

{
m

qn
y0

}
m,n∈Z

. Пусть G = H∗. Так как q и a

взаимно просты, то H ̸= H(a). Рассмотрим распределение π = γ ∗ λ ∈ M1(G), где γ ∈ Γ(G), λ ∈
M1(K), K = A(G,H(a)) и построим µ, как это было сделано в теореме 13.31 при рассмотрении

случая 2.

Что касается групп X, для которых f2 /∈ Aut(X), то ответ на упомянутый выше вопрос,

вообще говоря, отрицательный. Действительно, пусть X = T. Тогда Aut(T) = {±I}, так что

рассмотрение произвольных линейных форм L1 и L2 сводится к рассмотрению форм L1 = ξ1+ ξ2

и L2 = ξ1 − ξ2. Поскольку группа X содержит лишь один элемент порядка 2, то по теореме 9.9

если ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные с распределением µ случайные величины

со значениями в группе X такие, что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2 независимы,

то µ ∈ Γ(X) ∗ I(X).
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С другой стороны, пусть X = T2. Как следует из леммы 9.6, существуют независимые одина-

ково распределенные с распределением µ0 /∈ Γ(X) ∗ I(X) случайные величины ξ1 и ξ2 со значе-

ниями в группе X такие, что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2 независимы.

13.33. Замечание. Пусть X – связная компактная группа. Следуя схеме доказательства тео-

ремы 13.31, проверим, что утверждение теоремы 13.31 справедливо для произвольного числа

n ≥ 2 независимых случайных величин.

Пусть f2 /∈ Aut(X). Рассмотрим распределения µ1 и µ2 на группе T, построенные в лемме 7.8.

Из 2.7(c) следует, что параметры a и b в (7.10) можно выбрать таким образом, чтобы µ1 = λ∗(n−1),

где λ ∈ M1(T). Пусть ξj – независимые случайные величины со значениями в группе T и с

распределениями νj , где ν1 = · · · = νn−1 = λ, νn = µ2. Из лемм 7.8 и 10.1 вытекает, что линейные

формы L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = ξ1 + · · · + ξn−1 − ξn независимы. Рассуждая далее так же, как

при доказательстве утверждения (II) в теореме 7.10, получаем требуемое утверждение.

Если fp /∈ Aut(X), при некотором простом p ≥ 3, то требуемое утверждение прямо вытекает

из леммы 13.21.

Пусть fp ∈ Aut(X) при всех p. Так же, как в теореме 13.31, будем считать, что X = Σa, где a =

(2, 3, 4, . . . ). Пусть µ – распределение на группе X с характеристической функцией, определенной

формулой (13.64). Пусть ξj – независимые одинаково распределенные случайные величины со

значениями в группеX и с распределением µ. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы

13.31 и используя лемму 10.1, доказываем, что линейные формы L1 = ξ1 + · · · + ξn−1 + ξn и

L2 = 2ξ1 + · · ·+ 2ξn−1 − ξn независимы.

§14. Число случайных величин n ≥ 3

ПустьX – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y –

ее группа характеров, ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями

в группе X и с распределениями µj . Пусть L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2, где αj , βj –

топологические автоморфизмы группыX. Мы будем предполагать, что число случайных величин

n ≥ 3. Оказывается, что в отличие от случая, когда n = 2, классы групп, на которых справедлива

теорема Скитовича–Дармуа, оказываются весьма бедными. Рассмотрим конечные, компактные

вполне несвязные, дискретные периодические и компактные группы. Изучим вначале случай,

когда группа X конечна.

14.1. Лемма. Пусть

(i) X = Z(2m1)× · · · × Z(2ml), где m1 < · · · < ml.

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе

X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X. Тогда из независимости

линейных форм L1 = α1ξ1+· · ·+αnξn и L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn вытекает, что все µj – вырожденные

распределения.

Доказательство. Вводя в рассмотрение новые случайные величины ζj = αjξj , мы редуциру-

ем доказательство леммы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ · · ·+ ξn
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и L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2

равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.2). По-

ложим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.2). Лемма будет доказа-

на, если мы докажем, что все νj ∈ D(X). Поэтому можно с самого начала предполагать, что все

µ̂j(y) ≥ 0, y ∈ Y . Докажем, что в таком случае µ̂j(y) ≡ 1, j = 1, 2, . . . , n.

По теореме 1.7.1 Y ∼= X. Пусть ε – произвольный автоморфизм группы Y . Положим Hi =

Y (2mi−1)
∩
Y(2), i = 1, 2, . . . , l. Поскольку при любом натуральном k подгруппы Y (k) и Y(k) –

характеристические, то и подгруппы Hi – также характеристические. Отсюда следует, что

ε(Hi−1\Hi) = Hi−1\Hi. (14.1)

Из (14.1) вытекает, что если u, v ∈ Hi−1\Hi, то u + εv ∈ Hi, i = 1, 2, . . . , l. Легко видеть, что

Hl
∼= Z(2). Поэтому εy = y для любого y ∈ Hl. Сужение уравнения (10.2) на подгруппу Hl

принимает вид
n∏

j=1

µ̂j(u+ v) =

n∏
j=1

µ̂j(u)

n∏
j=1

µ̂j(v), u, v ∈ Hl. (14.2)

Обозначим

f(y) =
n∏

j=1

µ̂j(y), y ∈ Y.

Из (14.2) вытекает, что ограничение функции f(y) на подгруппу Hl – есть характер подгруппы

Hl. Учитывая, что f(y) ≥ 0, получаем, что f(y) = 1 при y ∈ Hl. Следовательно, все µ̂j(y) = 1

при y ∈ Hl. Подставляя в уравнение (10.2) u, v ∈ Hl−1\Hl и учитывая, что при всех δ̃j выполнено

u + δ̃jv ∈ Hl, получаем, что µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Hl−1. Рассуждая аналогичным

образом, мы в результате доказываем, что µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Y(2).
Докажем теперь, что µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Y . Доказательство проведем индукцией

по ml. При ml = 1 имеем X = Z(2). Тогда Y ∼= Z(2) и поэтому Y = Y(2). Как отмечено выше, при

y ∈ Y(2) выполнено µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n. Таким образом, при ml = 1 утверждение верно.

Так как µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Y(2), то по предложению 2.13 функции µ̂j(y)

постоянны на классах смежности y+Y(2). Следовательно, они индуцируют некоторые характери-

стические функции gj([y]) на фактор-группе Y/Y(2) по формуле gj([y]) = µ̂j(y), y ∈ [y]. Поскольку

Y(2) – характеристическая подгруппа группы Y , то автоморфизмы δ̃j также индуцируют некото-

рые автоморфизмы εj на фактор-группе Y/Y(2) по формуле εj [y] = [δ̃jy], y ∈ [y]. Это позволяет

нам рассматривать уравнение (10.2) на фактор-группе Y/Y(2). Поскольку

Y/Y(2) ∼= Z(2m1−1)× · · · × Z(2ml−1),

то по предположению индукции gj([y]) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при [y] ∈ Y/Y(2). Следовательно,

µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Y . �

Из теоремы 1.7.1 и лемм 10.1 и 14.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.

14.2. Следствие. Пусть Y – группа вида 14.1(i). Пусть α̃j , β̃j , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – ав-

томорфизмы группы Y , а µ̂j(y) – характеристические функции на группе Y , удовлетворяющие

уравнению 10.1(i). Тогда характеристические функции µ̂j(y) имеют вид

µ̂j(y) = (xj , y), xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n.
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14.3. Лемма. Пусть X = Z(3). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные

величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы

группы X. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn и L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn
вытекает, что либо все µj – вырожденные распределения, либо µj1 = µj2 = mX по крайней мере

для двух распределений µj1 и µj2 , а остальные распределения µj произвольны.

Доказательство. Заметим, что Aut(X) = {±I}. Поэтому, изменяя, если это необходимо,

нумерацию случайных величин ξj , мы можем считать, что линейные формы L1 и L2 имеют вид

L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = ξ1 + · · · + ξm − · · · − ξn. Рассмотрим новые независимые случайные

величины η1 = ξ1 + · · · + ξm и η2 = ξm+1 + · · · + ξn. По условию линейные формы L1 = η1 + η2

и L2 = η1 − η2 независимы. Обозначим через λj распределение случайной величины ηj . Из (2.1)

следует, что λ1 = µ1 ∗ · · · ∗ µm, λ2 = µm+1 ∗ · · · ∗ µn. Так как cX = {0}, то по теореме 7.10 либо

λ1, λ2 ∈ D(X), либо λ1 = λ2 = mX . В случае, когда λ1, λ2 ∈ D(X), то и все µj ∈ D(X). Заметим

теперь, что на группе X, если π1, π2 ∈ M1(X) и π1 ∗ π2 = mX , то πj = mX по крайней мере для

одного из распределений πj . Это прямо следует из 2.7(c) и 2.14(i). Значит, если λ1 = λ2 = mX , то

µj1 = µj2 = mX по крайней мере для двух распределений µj1 и µj2 , а остальные распределения

µj произвольны. �

14.4. Лемма. Пусть X = Z(5). Пусть ξj , j = 1, 2, 3, – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X.

Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 + α3ξ3 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 + β3ξ3

вытекает, что либо все µj – вырожденные распределения, либо µj1 = mX по крайней мере для

одного распределения µj1 .

Доказательство. Заметим, что Y ∼= Z(5). Вводя в рассмотрение новые случайные величины

ζj = αjξj , мы редуцируем доказательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2

имеют вид L1 = ξ1+ξ2+ξ3 и L2 = δ1ξ1+δ2ξ2+δ3ξ3, где δj ∈ Aut(X). Предположим вначале, что не

все автоморфизмы δj различны. Пусть для определенности δ2 = δ3 = δ. Рассмотрим независимые

случайные величины ξ1 и ξ = ξ2 + ξ3. Тогда линейные формы L1 = ξ1 + ξ и L2 = δ1ξ1 + δξ

независимы. В силу (2.1) случайная величина ξ имеет распределение µ = µ2 ∗ µ3. Из теоремы

13.1 следует, что либо µ1 и µ – вырожденные распределения, и тогда все µj – вырожденные

распределения, либо µ1 = µ = mX .

Предположим теперь, что все δj различны. Очевидно, что каждый автоморфизм δ ∈ Aut(X)

имеет вид δx = kx, k = 1, 2, 3, 4, x ∈ X. Поскольку линейные формы L1 и L2 независимы

тогда и только тогда, когда независимы линейные формы L1 и δL2, мы можем предполагать, не

ограничивая общности, что L2 = ξ1+2ξ2+3ξ3. Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y), h(y) = µ̂3(y).

По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

f(u+ v)g(u+ 2v)h(u+ 3v) = f(u)g(u)h(u)f(v)g(2v)h(3v), u, v,∈ Y. (14.3)

Заметим, что группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. Поэтому, если

все характеристические функции µ̂j(y) не обращаются в нуль, то по теореме 10.3 все распреде-

ления µj – вырожденные.

Отметим, что для любого u ∈ Y, u ̸= 0 и любого автоморфизма ε ∈ Aut(Y ) существует
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элемент v ∈ Y такой, что u + εv = 0. Поэтому из (14.3) следует, что невозможно, чтобы только

одна из характеристических функций обращалась в нуль.

Предположим, что только две характеристические функции обращаются в нуль. Пусть для

определенности это f(y) и g(y). Тогда они должны иметь общие нули. Действительно, в противном

случае мы имеем f(u0) = g(2u0) = 0, f(2u0) ̸= 0, g(u0) ̸= 0 для некоторого u0 ∈ Y . Следователь-

но, при u = 3u0, v = 4u0 правая часть уравнения (14.3) обращается в нуль, в то время как левая

часть не равна нулю. Таким образом, f(y) и g(y) имеют общие нули. Пусть f(u0) = g(u0) = 0.

Подставляя в (14.3) u = u0, v = 2u0, мы получим, что f(3u0) = 0, т.е. µ1 = mX . Подставляя в

(14.3) u = 3u0, v = 2u0, мы получим, что g(2u0) = 0, т.е. µ2 = mX . Случаи, когда либо f(y) и

h(y), либо g(y) и h(y) обращаются в нуль, рассматриваются аналогично.

Предположим теперь, что все три характеристические функции f(y), g(y) и h(y) обращаются

в нуль. Рассмотрим вначале случай, когда

f(u0) = g(u0) = h(u0) = 0 (14.4)

в некоторой точке u0 ∈ Y. Полагая в (14.3) u = u0, v = 2u0, мы получим f(3u0)h(2u0) = 0, т.е.

либо µ1 = mX , либо µ3 = mX .

Если (14.4) не выполнено, то возможны следующие 3 случая.

1. f(u0) = g(u0) = h(2u0) = 0, h(u0) ̸= 0 для некоторого u0 ∈ Y. Полагая в (14.3) u = 2u0, v =

3u0, мы получим, что g(3u0) = 0, т.е. µ2 = mX .

2. f(u0) = g(2u0) = h(u0) = 0, g(u0) ̸= 0 для некоторого u0 ∈ Y. Полагая в (14.3) u = 2u0, v =

u0, мы получим, что f(3u0) = 0, т.е. µ1 = mX . Полагая в (14.3) u = u0, v = 4u0, мы получим, что

h(3u0) = 0, т.е. µ3 = mX .

3. f(2u0) = g(u0) = h(u0) = 0, f(u0) ̸= 0 для некоторого u0 ∈ Y. Полагая в (14.3) u = 4u0, v =

2u0, мы получим, что g(3u0) = 0, т.е. µ2 = mX . �

14.5. Замечание. Отметим, что лемму 14.4 нельзя усилить, утверждая, что µj1 = µj2 = mX

по крайней мере для двух распределений µj1 и µj2 . Для доказательства возьмем u0 ∈ Y, u0 ̸= 0,

и рассмотрим распределения

µ1 = mX , µ2({x}) = µ3({x}) = (1/5)(1 + Re(x, u0)), x ∈ X.

Тогда µ̂j(y) = 0 при y ∈ {2u0, 3u0}, j = 2, 3. Легко непосредственно проверить, что характе-

ристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (14.3). Поэтому по лемме 10.1, если ξj –

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj , то линей-

ные формы L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 и L1 = ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 независимы.

14.6. Лемма. Для каждой из групп X = (Z(k))2, где k ≥ 2, X = Z(2k − 1), где k ≥ 4, и X =

Z(3)×Z(5) и любого n ≥ 3 существуют независимые одинаково распределенные случайные вели-

чины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы

α, β ∈ Aut(X) такие, что линейные формы L1 = ξ1+ · · ·+ ξn и L2 = ξ1+ · · ·+ ξn−2+αξn−1+ βξn

независимы.

Доказательство. Заметим, что Y ∼= X. Пусть X = (Z(k))2, k ≥ 2. Элементы групп X и Y

будем обозначать через (p, q), p, q ∈ Z(k). Обозначим ỹ = (0, 1) ∈ Y . Пусть µ – распределение на
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группе X такое, как в лемме 13.21. Тогда характеристическая функция f(y) = µ̂(y) определяется

формулой (13.31). Очевидно, что µ /∈ I(X). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3, – независимые

одинаково распределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением

µ. Пусть автоморфизмы α, β ∈ Aut(X) имеют вид

α(p, q) = (p, p+ q), β(p, q) = (q, p), p, q ∈ Z(k). (14.5)

Тогда

α̃(p, q) = (p+ q, q), β̃(p, q) = (q, p), p, q ∈ Z(k). (14.6)

Проверим, что линейные формы L1 = ξ1+ · · ·+ξn и L2 = ξ1+ · · ·+ξn−2+αξn−1+βξn независимы.

По лемме 10.1 достаточно доказать, что характеристические функции случайных величин ξj

удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

fn−2(u+ v)f(u+ α̃v)f(u+ β̃v) = fn(u)fn−2(v)f(α̃v)f(β̃v), u, v ∈ Y. (14.7)

Очевидно, что уравнение (14.7) превращается в равенство, если либо u = 0 либо v = 0. Пусть

u ̸= 0 и v ̸= 0. Так как β̃ỹ ̸= ±ỹ, то правая часть уравнения (14.7) равна нулю. Если левая

часть уравнения (14.7) отлична от нуля, то, как следует из (13.31), должно быть выполнено

u+ v, u+ α̃v, u+ β̃v ∈ {0,±ỹ}. Отсюда вытекает, что

(α̃− I)v ∈ {0,±ỹ,±2ỹ} (14.8)

и

(α̃− β̃)v ∈ {0,±ỹ,±2ỹ}. (14.9)

Пусть v = (p, q). Тогда (α̃ − I)v = (q, 0). Следовательно, из (14.8) вытекает, что q = 0. С дру-

гой стороны, (α̃ − β̃)v = (p, q − p). Поэтому из (14.9) следует, что p = 0. А значит, v = 0,

вопреки предположению. Следовательно, и левая часть уравнения (14.7) равна нулю. Таким об-

разом, характеристическая функция f(y) удовлетворяет уравнению (14.7). Итак, для группы

X = (Z(k))2, k ≥ 2, лемма доказана.

Пусть либо X = Z(2k − 1), k ≥ 4, либо X = Z(3) × Z(5). Если X = Z(2k − 1), k ≥ 4,

то обозначим через ỹ элемент порядка 2k − 1 в Y . Если X = Z(3) × Z(5), то обозначим через

ỹ элемент порядка 15 в Y . Пусть µ – распределение на группе X такое, как в лемме 13.21.

Тогда характеристическая функция f(y) = µ̂(y) определяется формулой (13.31). Очевидно, что

µ /∈ I(X). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3, – независимые одинаково распределенные случайные

величины со значениями в группе X и с распределением µ. Пусть автоморфизмы α, β ∈ Aut(X)

имеют вид α = f2, β = −I.
Проверим, что линейные формы L1 = ξ1+· · ·+ξn и L2 = ξ1+· · ·+ξn−2+2ξn−1−ξn независимы.

По лемме 10.1 достаточно доказать, что характеристические функции случайных величин ξj

удовлетворяет уравнению 10.1(i), которое принимает вид

fn−2(u+ v)f(u+ 2v)f(u− v) = fn(u)fn−2(v)f(2v)f(−v), u, v ∈ Y. (14.10)

Очевидно, что уравнение (14.10) превращается в равенство, если либо u = 0 либо v = 0. Пусть

u ̸= 0 и v ̸= 0. Так как 2ỹ ̸= ±ỹ, то правая часть уравнения (14.10) равна нулю. Если при
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этом левая часть уравнения (14.10) отлична от нуля, то, как следует из (13.31), должно быть

выполнено

u± v, u+ 2v ∈ {0,±ỹ}. (14.11)

Отсюда вытекает, что

v, 2v ∈ {0,±ỹ,±2ỹ}. (14.12)

Из (14.12) получаем, что v = ±ỹ. Учитывая, что u + v ∈ {0,±ỹ}, имеем такие возможности:

u = ỹ, v = −ỹ; u = 2ỹ, v = −ỹ; u = −ỹ, v = ỹ; u = −2ỹ, v = ỹ. В каждом из этих случаев

выполнено u − v /∈ {0,±ỹ}, что противоречит (14.11). Следовательно, и левая часть уравнения

(14.10) равна нулю. Таким образом, характеристическая функция f(y) удовлетворяет уравнению

(14.10). �

Следующее утверждение можно рассматривать, как аналог теоремы Скитовича–Дармуа для

конечных групп и трех независимых случайных величин.

14.7. Теорема. Пусть X – конечная группа, G – группа вида 14.1(i). Тогда справедливы

следующие утверждения.

(I) Пусть ξj , j = 1, 2, 3, – независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X. Предположим, что линейные

формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 + α3ξ3 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 + β3ξ3 независимы. Если X = G, то все µj –

вырожденные распределения. Если X = Z(3)×G, то либо все µj – вырожденные распределения,

либо µj1 = mZ(3) ∗Ex1 , µj2 = mZ(3) ∗Ex2 , где x1, x2 ∈ X, по крайней мере для двух распределений

µj1 и µj2 . Если X = Z(5) ×G, то либо все µj – вырожденные распределения, либо µj1 = mZ(5) ∗
Ex1 , x1 ∈ X, по крайней мере для одного распределения µj1 .

(II) Если группа X не изоморфна группам, перечисленным в (I), то для любого n ≥ 3 су-

ществуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со

значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие,

что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы.

Доказательство. (I). Если группа X = G, то утверждение теоремы вытекает из леммы 14.1.

Пусть X = Z(3) × G. По теореме 1.7.1 Y = L × H, где L ∼= Z(3), H ∼= G. По лемме

10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому, что характеристические функ-

ции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает,

что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции ν̂j(y) также удо-

влетворяют уравнению 10.1(i). Так как H является 2-компонентой группы Y , то подгруппа H

является характеристической. Рассмотрим ограничение уравнения 10.1(i) на H. Применяя след-

ствие 14.2, получаем, что ν̂j(y) = 1 при y ∈ H. По предложению 2.13 имеет место включение

σ(νj) ⊂ A(X,H) = Z(3). По предложению 2.2 распределения µj можно так заменить их сдвигами

µ′j , что σ(µ′j) ⊂ Z(3). Поскольку подгруппа Z(3) характеристическая, то сужения автоморфизмов

αj , βj на Z(3) являются автоморфизмами группы Z(3). Сохраним для этих сужений обозначения

αj , βj . Рассмотрим независимые случайные величины ξ′j со значениями в Z(3) и с распределе-

ниями µ′j . Очевидно, что линейные формы L1 = α1ξ
′
1 + α2ξ

′
2 + α3ξ

′
3 и L2 = β1ξ

′
1 + β2ξ

′
2 + β3ξ

′
3

независимы. Утверждение теоремы следует теперь из леммы 14.3.
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В случае, когда X = Z(5)×G, рассуждение совершенно аналогично. Нужно лишь воспользо-

ваться леммой 14.4 вместо леммы 14.3.

(II). Предположим теперь, что группа X не изоморфна группам, перечисленным в (I). По

теореме 1.20.1 представим группу X в виде прямого произведения своих p-компонент Xp, т.е.

X = P
p∈P

Xp

По теореме 1.20.4 каждая из групп Xp изоморфна конечному прямому произведению групп вида

Z(pm) при различных m. Отсюда следует, что если группа X не изоморфна перечисленным в (I)

группам, то группа X имеет в качестве прямого сомножителя одну из групп, перечисленных в

лемме 14.6. Утверждение теоремы вытекает теперь из леммы 14.6 и замечания 13.24. �

14.8. Замечание. Доказательство утверждения (I) в теореме 14.7 в случае, когда X = G,

опиралось на лемму 14.1, а в случае, когда X = Z(3) × G, на лемму 14.3. Леммы 14.1 и 14.3

справедливы для произвольного числа n ≥ 2 независимых случайных величин. Поэтому и утвер-

ждение (I) в теореме 14.7, в случае, когда либо X = G, либо X = Z(3) × G, справедливо для

произвольного числа n ≥ 2 независимых случайных величин.

Рассмотрим теперь случай, когда X – компактная вполне несвязная группа.

14.9. Лемма. Пусть либо X = ∆2, либо X = ∆2 × G, где G – группа вида 14.1(i). Пусть

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Тогда из неза-

висимости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · ·+αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn вытекает, что все µj
– вырожденные распределения.

Доказательство. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i). Положим νj = µj ∗ µ̄j .
Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические

функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению 10.1(i). Лемма будет доказана, если мы докажем,

что все νj ∈ D(X). Поэтому можно с самого начала предполагать, что все µ̂j(y) ≥ 0, y ∈ Y .

1. ПустьX = ∆2. Мы имеем Y ∼= Z(2∞), Y(2m)
∼= Z(2m). Кроме того, имеют место естественные

вложения

Y(2) ⊂ · · · ⊂ Y(2m) ⊂ · · · ⊂ Y, (14.13)

и

Y =

∞∪
m=1

Y(2m). (14.14)

Каждая подгруппа Y(2m) является характеристической. Рассмотрим ограничение уравнения

10.1(i) на подгруппу Y(2m). По лемме 14.1 µ̂j(y) = 1, j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ Y(2m). Из (14.13)

и (14.14) следует, что µ̂j(y) = 1, y ∈ Y, j = 1, 2, . . . , n. Утверждение леммы вытекает из 2.7(b).

2. Пусть X = ∆2 × G, где G – группа вида 14.1(i). По теореме 1.7.1 Y = H × L, где

H ∼= Z(2∞), L ∼= G. Поскольку G(2ml ) = {0}, то L(2ml ) = {0}, и следовательно H = Y (2ml ). По-

этому H – характеристическая подгруппа группы Y . Рассмотрим ограничение уравнения 10.1(i)

на подгруппу H. Как доказано в 1, µ̂j(y) = 1, y ∈ H, j = 1, 2, . . . , n. Отсюда по предложению
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2.13 имеют место включения σ(µj) ⊂ A(X,H) = G, j = 1, 2, . . . , n. Поскольку H – характери-

стическая подгруппа группы Y и G = A(X,H) то по следствию 13.4 G – характеристическая

подгруппа группы X. Поэтому сужения топологических автоморфизмов αj , βj на G являются

автоморфизмами группы G. Сохраним для этих сужений обозначения αj , βj . Мы имеем незави-

симые случайные величины ξj со значениями в группе G и с распределениями µj , причем линей-

ные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы. Требуемое утверждение

вытекает теперь из леммы 14.1. �

Из теоремы 1.7.1 и лемм 10.1 и 14.9 непосредственно вытекает следующее утверждение.

14.10. Следствие. Пусть либо Y = Z(2∞), либо Y = Z(2∞)×H, где H – группа вида 14.1(i).

Пусть α̃j , β̃j , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – автоморфизмы группы Y , а µ̂j(y) – характеристические

функции на группе Y , удовлетворяющие уравнению 10.1(i). Тогда характеристические функции

µ̂j(y) имеют вид

µ̂j(y) = (xj , y), xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n.

Нам понадобится следующая лемма, относящаяся к произвольным группам X.

14.11. Лемма. Пусть G – компактная подгруппа группы X и αj , βj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, –

топологические автоморфизмы группы X, причем сужения αj , βj на G являются топологиче-

скими автоморфизмами группы G. Пусть gj(y) – непрерывные нормированные положительно

определенные функции на аннуляторе A(Y,G). Предположим, что выполнены условия:

(i) функции gj(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i) при y ∈ A(Y,G);
(ii) характеристические функции λ̂j(y) = m̂G(y), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют уравнению

10.1(i) при y ∈ Y .

Пусть µj ∈ M1(X), j = 1, 2, . . . , n, и характеристические функции µ̂j(y), y ∈ Y, имеют вид

µ̂j(y) =

gj(y), если y ∈ A(Y,G),

0, если y /∈ A(Y,G).

Тогда характеристические функции µ̂j(y) также удовлетворяют уравнению 10.1(i).

Доказательство. Обозначим L = A(Y,G). По лемме 13.3 из того, что сужения автомор-

физмов αj , βj на G являются топологическими автоморфизмами группы G вытекает, что суже-

ния автоморфизмов α̃j , β̃j на L являются топологическими автоморфизмами группы L. Если

u, v ∈ L, то уравнение 10.1(i) в силу (i) превращается в равенство. Отметим также, что ха-

рактеристическая функция m̂G(y) имеет вид 2.14(i). Поэтому, если либо u ∈ L, v /∈ L, либо

u /∈ L, v ∈ L, то обе части уравнения 10.1(i) обращаются в нуль. Если u, v /∈ L, то правая часть

уравнения 10.1(i) равна нулю. Если при этом левая часть уравнения 10.1(i) отлична от нуля, то

α̃ju+ β̃jv ∈ L, j = 1, 2, . . . , n, что противоречит (ii). �

14.12. Лемма. Для каждой из групп X = ∆2
2 и X = ∆p, где p – простое число, p ≥ 3, и

любого n ≥ 3 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξj , j =

1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы α, β ∈ Aut(X)

такие, что линейные формы L1 = ξ1 + · · ·+ ξn и L2 = ξ1 + · · ·+ ξn−2 + αξn−1 + βξn независимы.
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Доказательство. Пусть X = ∆2
2. Обозначим G = X(2). Тогда G – характеристическая под-

группа группы X. По теореме 1.7.1 Y ∼= (Z(2∞))2. По теореме 1.9.5 L = A(Y,G) = Y(2). Оче-

видно, что Y(2) ∼= (Z(2))2. Подгруппу L можно рассматривать, как группу характеров группы

K = (Z(2))2. Обозначим элементы группы X через (a, b), a, b ∈ ∆2, а элементы группы Y через

(p, q), p, q ∈ Z(2∞). Элементы группы K мы будем также обозначать через (a, b), a, b ∈ Z(2), а

элементы группы L через (p, q), p, q ∈ Z(2). Пусть автоморфизмы α, β ∈ Aut(X) имеют вид

α(a, b) = (a, a+ b), β(a, b) = (b, a), a, b ∈ ∆2.

Тогда

α̃(p, q) = (p+ q, q), β̃(p, q) = (q, p), p, q ∈ Z(2∞). (14.15)

Пусть автоморфизмы α1, β1 ∈ Aut(K) определяются формулами (14.5). Отметим, что из (14.6)

и (14.15) вытекает, что сужения автоморфизмов α̃ и β̃ на L совпадают с автоморфизмами α̃1

и β̃1. По лемме 14.6 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины

ζj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3, со значениями в группе K и с распределением ν /∈ I(K) такие, что

линейные формы L1 = ζ1 + · · · + ζn и L2 = ζ1 + · · · + ζn−2 + α1ζn−1 + β1ζn независимы. Тогда

по лемме 10.1 характеристические функции ν̂j(y) = ν̂(y), j = 1, 2, . . . , n, y ∈ L, удовлетворяют

уравнению 10.1(i), которое принимает вид (14.7).

Характеристическая функция f(y) = m̂G(y), y ∈ Y, имеет вид 2.14(i). Проверим, что характе-

ристическая функция f(y) также удовлетворяет уравнению (14.7). Поскольку L – характеристи-

ческая подгруппа группы Y , то если u, v ∈ L, то обе части уравнения (14.7) равны 1, а если либо

u ∈ L, v /∈ L, либо u /∈ L, v ∈ L, то обе части уравнения (14.7) обращаются в нуль. Если u, v /∈ L,

то правая часть уравнения (14.7) равна нулю. Если при этом левая часть уравнения (14.7) от-

лична от нуля, то u+ v, u+ α̃v, u+ β̃v ∈ L. Но тогда (α̃ − β̃)v ∈ L. Так как α̃ − β̃ ∈ Aut(Y), то

v ∈ L. Полученное противоречие показывает, что и левая часть уравнения (14.7) равна нулю.

Рассмотрим на группе Y функцию

g(y) =

ν̂(y), если y ∈ L,

0, если y /∈ L.

По предложению 2.12, g(y) – положительно определенная функция. Следовательно, по тео-

реме Бохнера существует распределение µ ∈ M1(X), такое что µ̂(y) = g(y). Пусть ξj , j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 3, – независимые одинаково распределенные случайные величины со значени-

ями в группе X и с распределением µ. По лемме 14.11 характеристические функции µ̂j(y) =

µ̂(y), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид (14.7). Тогда по

лемме 10.1 линейные формы L1 = ξ1 + · · ·+ ξn и L2 = ξ1 + · · ·+ ξn−2 + αξn−1 + βξn независимы.

Очевидно, что µ /∈ I(X). В случае, когда X = ∆2
2, лемма доказана.

Пусть X = ∆p, где p – простое число, p ≥ 3. Схема доказательства леммы в этом случае такая

же, как для группы X = ∆2
2. Обозначим G = X(p2). Тогда G – характеристическая подгруппа

группы X. По теореме 1.7.1 Y ∼= Z(p∞). По теореме 1.9.5 L = A(Y,G) = Y(p2). Очевидно, что

Y(p2) ∼= Z(p2). Подгруппу L можно рассматривать, как группу характеров группы K = Z(p2).
По лемме 14.6 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины ζj , j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 3, со значениями в группе K и с распределением ν /∈ I(K) такие, что линейные
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формы L1 = ζ1 + · · · + ζn и L2 = ζ1 + · · · + ζn−2 + 2ζn−1 − ζn независимы. Тогда по лемме 10.1

характеристические функции ν̂j(y) = ν̂(y), j = 1, 2, . . . , n, y ∈ L, удовлетворяют уравнению

10.1(i), которое принимает вид (14.10).

Проверка того, что характеристическая функция f(y) = m̂G(y) также удовлетворяет уравне-

нию (14.10) и заключительная часть доказательства леммы проводятся аналогично тому, как это

сделано для группы X = ∆2
2. �

Следующее утверждение можно рассматривать, как аналог теоремы Скитовича–Дармуа для

компактных вполне несвязных групп и трех независимых случайных величин.

14.13. Теорема. Пусть X – компактная вполне несвязная группа, G – группа вида 14.1(i).

Обозначим через K одну из групп: G, ∆2, ∆2×G. Тогда справедливы следующие утверждения.

(I) Пусть ξj , j = 1, 2, 3, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Предположим,

что линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2+α3ξ3 и L2 = β1ξ1+β2ξ2+β3ξ3 независимы. Если X = K,

то все µj – вырожденные распределения. Если X = Z(3) × K, то либо все µj – вырожденные

распределения, либо µj1 = mZ(3) ∗Ex1 , µj2 = mZ(3) ∗Ex2 , где x1, x2 ∈ X, по крайней мере для двух

распределений µj1 и µj2 . Если X = Z(5)×K, то либо все µj – вырожденные распределения, либо

µj1 = mZ(5) ∗ Ex1 , x1 ∈ X, по крайней мере для одного распределения µj1 .

(II) Если группа X топологически не изоморфна группам, перечисленным в (I), то для лю-

бого n ≥ 3 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξj , j =

1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈
Aut(X) такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·++βnξn независи-

мы.

Доказательство. (I). Если X = K, то утверждение теоремы вытекает из лемм 14.1 и 14.9.

Если либо X = Z(3)×K, либо X = Z(5)×K, то доказательство теоремы совершенно аналогично

доказательству теоремы 14.7 в случае (I). Нужно лишь наряду со следствием 14.2 использовать

также и следствие 14.10.

(II). Предположим, что группа X топологически не изоморфна группам, перечисленным в

(I). Если группа X содержит топологический прямой сомножитель, топологически изоморфный

либо группе ∆ℵ0
p , где p – простое число, p ≥ 3, либо группе вида 13.25(ii), то утверждение теоремы

вытекает из лемм 13.22, 13.23 и замечания 13.24.

Поэтому предположим, что группа X не содержит топологического прямого сомножителя,

топологически изоморфного либо группе ∆ℵ0
p , где p – простое число, p ≥ 3, либо группе вида

13.25(ii). В этом случае по лемме 13.25 группа X имеет вид 13.25(i). Из представления 13.25(i)

следует, что если группаX топологически не изоморфна группам, перечисленным в (I), то группа

X содержит в качестве топологического прямого сомножителя подгруппу M такую, что либо

M ∼= ∆2
2, либо M ∼= ∆p, где p – простое число, p ≥ 3, либо M топологически изоморфна одной

из групп, перечисленных в лемме 14.6. Утверждение теоремы в этом случае вытекает из лемм

14.12, 14.6 и замечания 13.24. �

14.14. Замечание. Учитывая замечание 14.8 и лемму 14.9, легко видеть что утверждение (I)

в теореме 14.13, в случае, когда либо X = K, либо X = Z(3)×K, справедливо для произвольного
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числа n ≥ 2 независимых случайных величин.

Перейдем теперь к рассмотрению дискретных периодических групп. Так как мы предполага-

ем, что все рассматриваемые группы удовлетворяют второй аксиоме счетности, то для дискрет-

ных групп это означает, что группы они счетны. Мы не будем специально это оговаривать.

14.15. Лемма. Пусть X – дискретная редуцированная 2-примарная группа такая, что все

ее инварианты Ульма–Капланского равны либо 0, либо 1. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2,

– независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть

αj , βj – автоморфизмы группы X. Тогда из независимости линейных форм L1 = α1ξ1+· · ·+αnξn

и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn вытекает, что все µj – вырожденные распределения.

Доказательство. Вводя в рассмотрение новые случайные величины ζj = αjξj , мы редуциру-

ем доказательство леммы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ · · ·+ ξn

и L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2

равносильна тому, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (10.2). По-

ложим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (10.2). Лемма будет доказа-

на, если мы докажем, что все νj ∈ D(X). Поэтому можно с самого начала предполагать, что все

µ̂j(y) ≥ 0, y ∈ Y .

1. Рассмотрим вначале случай, когда группа X либо конечна, либо бесконечна и является

слабым прямым произведением циклических групп. Положим X1 =
∞∩
n=1

X(2n). Тогда X1 = {0}.

Из 1.21 вытекает, что последовательность Ульма группы X в этом случае состоит из одного

члена X0 = X/X1 ∼= X. Заметим, что число циклических прямых сомножителей порядка 2n

в разложении ульмовского фактора X0 совпадает с (n − 1)-м инвариантом Ульма–Капланского

группы X. Поэтому, если группа X конечна, то X изоморфна группе вида 14.1(i). Утверждение

леммы в этом случае доказано в лемме 14.1. Если группа X бесконечна, то X изоморфна группе

вида
∞
P∗
j=1

Z(2mj ), mj < mj+1, j = 1, 2, . . . (14.16)

По теореме 1.7.2

Y =
∞
P
j=1

Aj , Aj
∼= Z(2mj ).

Докажем, что все µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y . Положим

Bi =
∞
P

j=i+1
Aj , Hi = Y(2) ∩Bi.

Легко видеть, что Hi = Y(2) ∩ Y (2mi+1−1). Поскольку при любом натуральном k подгруппы Y (k)

и Y(k) – характеристические, то и подгруппы Hi также характеристические. По лемме 13.13 су-

ществует такая открытая подгруппа B ⊂ Y , что все характеристические функции µ̂j(y) = 1 при

y ∈ B. Поскольку подгруппы Bi образуют базу системы окрестностей в нуле, то, не ограничивая

общности, можно считать, что B = Bk0 при некотором k0.

Проверим вначале, что все характеристические функции µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y(2). Рассмотрим

ограничение уравнения (10.2) на подгруппу Y(2). ПосколькуHk0 ⊂ Bk0 , то все характеристические

функции µ̂j(y) = 1 при y ∈ Hk0 . Заметим теперь, что для любого автоморфизма ε ∈ Aut(Y ) и
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любого натурального i выполнено ε(Hi−1 \ Hi) = Hi−1 \ Hi. Отсюда следует, что если u, v ∈
Hi−1 \Hi, то u+ εv ∈ Hi. Подставляя u, v ∈ Hk0−1 \Hk0 в уравнение (10.2), мы получаем

1 =
n
P
j=1

µ̂j(u)
n
P
j=1

µ̂j(δ̃jv), u, v ∈ Hk0−1 \Hk0 .

Следовательно, все характеристические функции µ̂j(y) = 1 при y ∈ Hk0−1. Рассуждая анало-

гичным образом, последовательно получим, что все характеристические функции µ̂j(y) = 1 при

y ∈ H0 = Y(2).

Поскольку все характеристические функции µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y(2), то по следствию 2.13

каждая характеристическая функция µ̂j(y) постоянна на классах смежности y+Y(2) и индуцирует

некоторую характеристическую функцию gj([y]) на фактор-группе Y/Y(2) по формуле gj([y]) =

µ̂j(y), y ∈ [y]. С другой стороны, так как Y(2) – характеристическая подгруппа группы Y , то

каждый автоморфизм δ̃j индуцирует некоторый топологический автоморфизм εj фактор-группы

Y/Y(2) по формуле εj [y] = [δ̃jy], y ∈ [y]. Это позволяет рассмотреть уравнение (10.2) на фактор-

группе Y/Y(2). Имеем,

n
P
j=1

gj([u] + εj [v]) =
n
P
j=1

gj([u])
n
P
j=1

gj(εj [v]), [u], [v] ∈ Y/Y(2).

Фактор-группа Y/Y(2) имеет такой же вид, как и группа Y , т.е. является прямым произведением

групп, каждая из которых изоморфна группе Z(2lk) и все lk различны. Поэтому, как доказано

выше, gj([y]) = 1 при [y] ∈
(
Y/Y(2)

)
(2)

. Возвращаясь к исходным характеристическим функциям

µ̂j(y), получаем, что µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y(4). Рассуждая аналогичным образом, мы последова-

тельно докажем, что µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y(2m) при любом m. Поскольку подгруппы Y(2mk0 ) и Bk0

порождают группу Y , то, по предложению 2.13 µ̂j(y) = 1 при y ∈ Y , т.е. все µj = E0.

2. Рассмотрим теперь общий случай. Положим

X0 = X, X1 =

∞∩
n=1

X(2n), Xσ+1 = (Xσ)1, Xρ =
∩
σ<ρ

Xσ,

если ρ — предельное порядковое число. Пусть τ – наименьшее порядковое число, для которого

Xτ = {0}. По теореме 1.21.1 τ – счетное порядковое число и каждая группа Xσ = Xσ/Xσ+1 – сла-

бое прямое произведение циклических групп, причем при σ+1 < τ порядки элементов группы Aσ

неограничены. Так как число циклических прямых сомножителей порядка 2n в разложении Xσ

совпадает с (ωσ+n− 1)-м инвариантом Ульма–Капланского группы X, то ульмовские факторы

Xσ имеют следующий вид:

Xσ
∼=

∞
P∗
j=1

Z(2mσ,j ), mσ,j < mσ,j+1, если σ + 1 < τ. (14.17)

Если порядковое число τ − 1 существует, то группа Xτ−1 изоморфна либо группе вида 14.1(i),

либо группе вида (14.16).

Положим L = A(Y,X1). Очевидно, что X1 – хаpактеристическая подгруппа группы X. По

следствию 13.4 L – характеристическая подгруппа группы Y . По теореме 1.9.1 X1 = A(X,L).

Поэтому по теореме 1.9.2 L ∼= (X0)
∗. Рассмотрим ограничение уpавнения (10.2) на подгруппу

L. Поскольку группа X0 имеет вид (14.17), то как доказано при рассмотрении случая 1, все

µ̂j(y) = 1 при y ∈ L. По предложению 2.13 σ(µj) ⊂ A(X,L) = X1. Очевидно, что Xκ - характе-

ристическая подгруппа группы X при любом κ < τ . Предположим, что уже доказано включение
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σ(µj) ⊂ Xκ, j = 1, 2, . . . , n, где κ < ρ. Если порядковое число ρ − 1 существует, то рассужде-

ние, проведенное выше, где вместо X рассматривается Xρ−1, доказывает, что все σ(µj) ⊂ Xρ.

Если же ρ – предельное порядковое число, то Xρ =
∩
δ<ρ

Xδ, и поэтому также все σ(µj) ⊂ Xρ.

Следовательно, все σ(µj) ⊂ Xτ = {0}, т.е. все µj = E0. �

14.16. Лемма. Пусть либо X = Z(2∞), либо X = Z(2∞) × G, где G – дискретная редуци-

рованная 2-примарная группа такая, что все ее инварианты Ульма–Капланского равны либо 0,

либо 1. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в

группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X. Тогда из независи-

мости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn вытекает, что все µj –

вырожденные распределения.

Доказательство. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i). Положим νj = µj ∗ µ̄j .
Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические

функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению 10.1(i). Лемма будет доказана, если мы докажем,

что все νj ∈ D(X). Поэтому можно с самого начала предполагать, что все µ̂j(y) ≥ 0, y ∈ Y .

1. Пусть X = Z(2∞). Имеем Y ∼= ∆2. Обозначим Yi = Y (2i). Из определения топологии в

группе ∆2 следует, что множества Yi образуют базу системы окрестностей в нуле. По лемме 13.13

существует такая открытая подгруппа B в группе Y , что все µ̂j(y) = 1 при y ∈ B. Не ограничивая

общности, можно считать, B = Yk0 при некотором k0. По предложению 2.13 σ(µj) ⊂ A(X,Yk0) =
X(2k0 )

∼= Z(2k0). Так как подгруппа X(2k0 ) является характеристической подгруппой группы X,

то утверждение леммы вытекает из леммы 14.1.

2. Пусть X = Z(2∞) × G, где G – дискретная редуцированная 2-примарная группа такая,

что все ее инварианты Ульма–Капланского равны либо 0, либо 1. Положим H = A(Y,Z(2∞)). По

теореме 1.9.1 A(X,H) = Z(2∞). Так как Z(2∞) – максимальная делимая подгруппа группы X, то

Z(2∞) – характеристическая подгруппа группы X. По следствию 13.4 H – характеристическая

подгруппа группы Y . Рассмотрим ограничение уравнения 10.1(i) на подгруппу H. Поскольку

H ∼= G∗, то по лемме 14.15 все µ̂j(y) = 1 при y ∈ H, а значит, по предложению 2.13 все σ(µj) ⊂
A(X,H) = Z(2∞). Утверждение леммы вытекает теперь из 1. �

Из теоремы 1.7.1 и лемм 10.1, 14.15 и 14.16 непосредственно вытекает следующее утверждение.

14.17. Следствие. Пусть H – компактная группа, которая является группой характе-

ров дискретной редуцированной 2-примарной группы такой, что все ее инварианты Ульма–

Капланского равны либо 0, либо 1. Пусть либо Y = H, либо Y = ∆2, либо Y = ∆2 ×H. Пусть

α̃j , β̃j , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – топологические автоморфизмы группы Y , а µ̂j(y) – характери-

стические функции на группе Y , удовлетворяющие уравнению 10.1(i). Тогда характеристиче-

ские функции µ̂j(y) имеют вид

µ̂j(y) = (xj , y), xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n.

14.18. Лемма. Пусть X – дискретная редуцированная 2-примарная группа такая, что не все

ее инварианты Ульма–Капланского равны либо 0, либо 1. Тогда группа X содержит подгруппу
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M, M ∼= (Z(2k))2 такую, что любой автоморфизм подгруппы M продолжается до автомор-

физма группы X.

Доказательство. Пусть A – произвольная p-примарная группа. Как известно (см. ([79, §33]))

в A существует подгруппа B, называемая базисной, которая обладает следующими свойствами:

(a) B – слабое прямое произведение циклических групп;

(b) B – сервантная подгруппа группы A;

(c) A/B – делимая группа.

Обозначим через Bn слабое прямое произведение циклических сомножителей в B, имеющих по-

рядок pn, т.е. Bn
∼= P∗ Z(pn) и

B =
∞
P∗
n=1

Bn.

Тогда имеет место разложение

A = B1 × · · · ×Bn × Cn, n = 1, 2, . . . , (14.18)

где Cn – подгруппа в A, порожденная P∗
i≥n+1

Bi и A(pn) ([79, теорема 32.4]).

Перейдем теперь к доказательству леммы. По теореме 1.21 каждый ульмовский фактор груп-

пы X является слабым прямым произведением циклических 2-примарных групп. Поэтому усло-

вие леммы означает, что один из ульмовских факторов Xσ содержит прямой сомножитель L

изоморфный группе (Z(2k))2 при некотором натуральном k. Имеем Xσ = Xσ/Xσ+1. Пусть B –

базисная подгруппа группы Xσ. Тогда Xσ+1 ∩B = {0}. Обозначим через B0 образ подгруппы B

при естественном гомоморфизме π : Xσ 7→ Xσ. Тогда B0 является базисной подгруппой группы

Xσ, причем π – изоморфизм между B и B0 ([79, §34]). Так как Xσ – слабое прямое произведе-

ние циклических групп, то группа Xσ служит сама для себя базисной подгруппой. Так как все

базисные подгруппы p-примарной группы изоморфны ([79, теорема 35.2]), то Xσ
∼= B0. Отсюда

вытекает, чтоXσ
∼= B. Следовательно подгруппа B содержит прямой множительM , изоморфный

(Z(2k))2. Имеем B =M ×N , где N , как подгруппа B, – также слабое прямое произведение цик-

лических групп. Мы получили разложение группы B в слабое прямое произведение циклических

групп. Пусть Bn – слабое прямое произведение циклических множителей в B порядка 2n. Тогда

M – прямой сомножитель в Bk. Используя разложение (14.18) для группы Xσ, заключаем, что M

– прямой сомножитель в Xσ. Следовательно, любой автоморфизм подгруппы M продолжается

до автоморфизма группы Xσ. По теореме Цыпина любой автоморфизм подгруппы Xσ продол-

жается до автоморфизма группы X ([80, теорема 77.4]). Таким образом, любой, автоморфизм

подгруппы M продолжается до автоморфизма группы X. �

14.19. Лемма. Для каждой из групп X = (Z(2∞))2 и X = Z(p∞), где p – простое число,

p ≥ 3, и любого n ≥ 3 существуют независимые одинаково распределенные случайные величины

ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы

α, β ∈ Aut(X) такие, что линейные формы L1 = ξ1+ · · ·+ ξn и L2 = ξ1+ · · ·+ ξn−2+αξn−1+ βξn

независимы.

Доказательство. Пусть X = (Z(2∞))2. Обозначим элементы группы X через (a, b), a, b ∈
Z(2∞). Пусть автоморфизмы α, β ∈ Aut(X) имеют вид

α(a, b) = (a, a+ b), β(a, b) = (b, a), a, b ∈ Z(2∞).
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Рассмотрим подгруппу K = X(2). Очевидно, что K ∼= (Z(2))2. Подгруппа K – характеристиче-

ская, а ограничение автоморфизмов α и β на K совпадает с автоморфизмами, определяемыми

формулой (14.5). По лемме 14.6 существуют независимые одинаково распределенные случайные

величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3, со значениями в группе K и с распределением µ /∈ I(K)

такие, что линейные формы L1 = ξ1 + · · · + ξn и L2 = ξ1 + · · · + ξn−2 + αξn−1 + βξn независимы.

Утверждение леммы вытекает теперь из замечания 13.24.

Пусть X = Z(p∞), где p – простое число, p ≥ 3. Схема доказательства леммы в этом случае

такая же, как для группы X = (Z(2∞))2. Обозначим K = X(p2). Очевидно, что K ∼= Z(p2) и

подгруппа K – характеристическая. По лемме 14.6 существуют независимые одинаково распре-

деленные случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 3, со значениями в группе K и с распреде-

лением µ /∈ I(K) такие, что линейные формы L1 = ξ1 + · · ·+ ξn и L2 = ξ1 + · · ·+ ξn−2 +2ξn−1− ζn
независимы. Очевидно, что автоморфизмы f2 и −I продолжаются с K до автоморфизмов группы

X. Утверждение леммы также вытекает из замечания 13.24. �

Следующее утверждение можно рассматривать, как аналог теоремы Скитовича–Дармуа для

дискретных периодических групп и трех независимых случайных величин.

14.20. Теорема. Пусть X – дискретная периодическая группа, G – дискретная редуциро-

ванная 2-примарная группа такая, что все ее инварианты Ульма–Капланского равны либо 0,

либо 1. Обозначим через K одну из групп: G, Z(2∞), Z(2∞)×G. Тогда справедливы следующие

утверждения.

(I) Пусть ξj , j = 1, 2, 3, – независимые случайные величины со значениями в группе X и

с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X. Предположим, что линейные

формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 + α3ξ3 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 + β3ξ3 независимы. Если X = K, то все µj –

вырожденные распределения. Если X = Z(3)×K, то либо все µj – вырожденные распределения,

либо µj1 = mZ(3)∗Ex1 , µj2 = mZ(3)∗Ex2 , xj ∈ X, по крайней мере для двух распределений µj1 и µj2 .

Если X = Z(5)×K, то либо все µj – вырожденные распределения, либо µj1 = mZ(5)∗Ex1 , x1 ∈ X,
по крайней мере для одного распределения µj1.

(II) Если группа X не изоморфна группам, перечисленным в (I), то для любого n ≥ 3 су-

ществуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со

значениями в группе X и с распределением µ /∈ I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие,

что L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы.

Доказательство. (I). Если X = K, то утверждение теоремы вытекает из лемм 14.15 и 14.16.

Если либо X = Z(3)×K, либо X = Z(5)×K, то доказательство теоремы совершенно аналогично

доказательству теоремы 14.7 в случае (I).

(II). Предположим, что группаX топологически не изоморфна группам, перечисленным в (I).

По теореме 1.20.1 группа X является слабым прямым произведением своих p-компонент Xp. По

теореме 1.20.2 каждая из p-примарных подгрупп Xp может быть представлена, как прямое про-

изведение Xp = Dp×Np, где Dp – максимальная делимая подгруппа в Xp и Np – редуцированная

p-примарная группа. По теореме 1.20.3 группа Dp в свою очередь может быть представлена как

слабое прямое произведение групп, каждая из которых изоморфна группе Z(p∞). Воспользуемся

тем, любая редуцированная p-примарная группа обладает циклическим прямым сомножителем

([79, §27]). Следовательно, группа Np обладает прямым сомножителем M ∼= Z(pk) при некотором
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натуральном k. Отсюда следует, что если группа X не изоморфна группам, перечисленным в (I),

то X содержит в качестве прямого сомножителя либо группу (Z(2∞))2, либо группу Z(p∞), где

p – простое число, p ≥ 3, либо такую редуцированную 2-примарную группу, что не все ее инва-

рианты Ульма–Капланского равны либо 0, либо 1, либо одну из групп, перечисленных в лемме

14.6. Утверждение теоремы в этом случае вытекает, соответственно, из лемм 14.19, 14.18, 14.6 и

замечания 13.24. �

14.21. Замечание. Учитывая замечание 14.8 и леммы 14.15 и 14.16, легко видеть что утвер-

ждение (I) в теореме 14.20, в случае, когда либо X = K, либо X = Z(3) ×K, справедливо для

произвольного числа n ≥ 2 независимых случайных величин.

Обсудим теперь случай, когдаX – либо компактная (не обязательно вполне несвязная) группа,

либо дискретная периодическая группа, а число независимых случайных величин n ≥ 4. Нам

понадобится следующая лемма, относящаяся к произвольным группам X.

14.22. Лемма. Пусть группа X содержит компактную подгруппу F , обладающую следую-

щими свойствами:

(a) F ̸∼= Z(3);

(b) существует автоморфизм δ ∈ Aut(F ), который продолжается до топологического ав-

томорфизма группы X;

(c) I − δ — эпиморфизм подгруппы F .

Тогда для любого n ≥ 4 существуют независимые случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n, со

значениями в группе X и с распределениями µj /∈ Γ(X) ∗ I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X)

такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы.

Доказательство. Учитывая замечание 13.24, можно доказывать лемму, предполагая, что

X = F . Так как X ̸∼= Z(3), то и Y ̸∼= Z(3). Так как I − δ — эпиморфизм группы X, то X ̸∼= Z(2),
так как единственным автоморфизмом группы Z(2) является тождественный автоморфизм I.

Следовательно, и Y ̸∼= Z(2). Поэтому можно выбрать отличные от нуля элементы y1, y2 ∈ Y так,

чтобы {y1,−y1} ∩ {y2,−y2} = ∅. Рассмотрим на группе X функции

ρj(x) = 1 + (1/2)Re(x, yj).

Тогда ρj(x) > 0, x ∈ X, и ∫
X

ρj(x)dmX(x) = 1, j = 1, 2.

Обозначим через λj распределение на группе X с плотностью ρj(x) относительно распределе-

ния Хаара mX . Пусть a(yj) =
1

4
, если 2yj ̸= 0 и a(yj) =

1

2
, если 2yj = 0. Легко видеть, что

характеристические функции распределений λj имеют вид:

λ̂j(y) =


1, если y = 0,

a(yj), если y = ±yj ,

0 если y /∈ {0,±yj}.

(14.19)

Пусть ξj — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями

µj , где µ1 = µ3 = λ1, µ2 = µ4 = λ2, а µj при j ≥ 5 — произвольные распределения на X такие,
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что µj ̸∈ Γ(X) ∗ I(X). Пусть δ1 = δ2 = I, δ3 = δ4 = δ, а остальные автоморфизмы δj ∈ Aut(X) —

произвольны. Очевидно, что все µj /∈ Γ(X) ∗ I(X). Проверим, что характеристические функции

µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

λ̂1(u+ v)λ̂2(u+ v)λ̂1(u+ δ̃v)λ̂2(u+ δ̃v)

n∏
j=5

µ̂j(u+ δ̃jv) =

= λ̂21(u)λ̂1(v)λ̂1(δ̃v)λ̂
2
2(u)λ̂2(v)λ̂2(δ̃v)

n∏
j=5

µ̂j(u)

n∏
j=5

µ̂j(δ̃jv), u, v ∈ Y. (14.20)

Тогда по лемме 10.1 отсюда будет следовать независимость линейных форм L1 = ξ1 + · · · + ξn и

L1 = δ1ξ1 + · · ·+ δnξn. Тем самым лемма будет доказана.

Очевидно, что уравнение (14.20) превращается в равенство, если либо u = 0 либо v = 0. Про-

верим, что уравнение (14.20) превращается в равенство при любых u ̸= 0 и v ̸= 0. Из (14.19) тогда

следует, что правая часть уравнения (14.20) равна нулю. Проверим, что левая часть уравнения

(14.20) также равна нулю. Для этого покажем, что произведение λ̂1(u+v)λ̂2(u+v)λ̂1(u+ δ̃v)λ̂2(u+

δ̃v) = 0 при любых u ̸= 0, v ̸= 0. Предположим, что это не так. Тогда должно быть выполнено

u+ v, u+ δ̃v ∈ {0, y1,−y1}
∩
{0, y2,−y2} = {0}. Отсюда следует, чтоu+ v = 0,

u+ δ̃v = 0.

Из этой системы получаем, что (I − δ̃)v = 0. Так как по условию I − δ — эпиморфизм группы

X, то по 1.13(b) I − δ̃ — мономорфизм группы Y . Следовательно, из равенства (I − δ̃)v = 0

вытекает, что v = 0. Но это противоречит предположению о том, что v ̸= 0. Таким образом, левая

часть уравнения (14.20) также равна нулю при u ̸= 0, v ̸= 0. Следовательно, характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (14.20). �

14.23. Предложение. Пусть X – компактная группа, G – группа вида 14.1(i). Обозначим

через K одну из групп: G, ∆2, ∆2×G. Если группа X топологически не изоморфна группам K и

Z(3)×K, то для любого n ≥ 4 существуют независимые случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n,

со значениями в группе X и с распределениями µj /∈ Γ(X)∗I(X) и автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X)

и такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn и L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn независимы.

Доказательство. Рассмотрим cX – компоненту связности нуля группы X и предположим,

что cX ̸= {0}. По теореме 1.9.6 (cX)(2) = cX . Поэтому подгруппа F = cX и автоморфизм −I
удовлетворяют условиям леммы 14.22. Предложение вытекает в таком случае из леммы 14.22.

Если cX = {0}, то группа X вполне несвязна. Воспользуемся теоремой 14.13. Из теоремы 14.13

следует утверждение доказываемого предложения для всех групп X, кроме X = Z(5)×K. Пусть

X = Z(5) × K. Тогда подгруппа F = Z(5) и автоморфизм −I удовлетворяют условиям леммы

14.22. Предложение вытекает в таком случае из леммы 14.22. �

14.24. Замечание. Из замечания 14.14 и предложения 14.23, очевидно, вытекает аналог тео-

ремы Скитовича–Дармуа для компактных групп и произвольного числа n ≥ 4 независимых

случайных.
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14.25. Предложение. Пусть X – дискретная периодическая группа, G – дискретная реду-

цированная 2-примарная группа такая, что все ее инварианты Ульма–Капланского равны либо

0, либо 1. Обозначим через K одну из групп: G, Z(2∞), Z(2∞)×G. Если группа X не изоморфна

группам K и Z(3) × K, то для любого n ≥ 4 существуют независимые случайные величины

ξj , j = 1, 2, . . . , n, со значениями в группе X и с распределениями µj /∈ I(X) и автоморфизмы

αj , βj ∈ Aut(X) и такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn

независимы.

Доказательство. Воспользуемся теоремой 14.20. Из теоремы 14.20 следует утверждение до-

казываемого предложения для всех групп X, кроме X = Z(5) ×K. Пусть X = Z(5) ×K. Тогда

подгруппа F = Z(5) и автоморфизм −I удовлетворяют условиям леммы 14.22. Предложение

вытекает в таком случае из леммы 14.22. �

14.26. Замечание. Из замечания 14.21 и предложения 14.25, очевидно, вытекает аналог тео-

ремы Скитовича–Дармуа для дискретных периодических групп и произвольного числа n ≥ 4

независимых случайных величин.

В заключение параграфа докажем следующее утверждение.

14.27. Теорема. Пусть

(i) X = Rm ×∆2 × Z(2∞)×D,

где D — дискретная группа, периодическая часть которой bD является редуцированной 2-

примарной группой, все инварианты Ульма–Капланского которой равны либо 0, либо 1. Пусть

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X. Тогда из неза-

висимости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn вытекает, что все

µj ∈ Γ(X).

Доказательство. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i). Положим νj = µj ∗ µ̄j .
Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристиче-

ские функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению 10.1(i). Поскольку группа X не содержит

подгруппы, топологически изоморфной группе T, то по теореме 4.6 из того, что νj ∈ Γ(X) сле-

дует, что µj ∈ Γ(X). Это позволяет с самого начала доказывать теорему в предположении, что

µ̂j(y) ≥ 0.

Легко видеть, что bX = ∆2 × Z(2∞) × bD. Учитывая замечание 13.12, можно доказывать

теорему, предполагая с самого начала, что группа D периодическая.

Очевидно, что Y ∼= Rm × Z(2∞) × ∆2 × L, где L = D∗. Чтобы не вводить дополнительных

обозначений, будем считать, что Y = Rm×Z(2∞)×∆2×L. Подгруппа Z(2∞)×D в X, очевидно,

замкнута и является характеристической, так как состоит из всех элементов конечного порядка

группы X. По следствию 13.4 ее аннулятор A(Y,Z(2∞)×D) = Rm×Z(2∞) — характеристическая

подгруппа группы Y . Следовательно, Z(2∞) — также характеристическая подгруппа группы Y .

Рассмотрим ограничение уравнения 10.1(i) на подгруппу Z(2∞). Как вытекает из следствия 14.10,
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µ̂j(y) = 1 при y ∈ Z(2∞). Значит, по предложению 2.13 все σ(µj) ⊂ A(X,Z(2∞)) = K, где

K = Rm × Z(2∞)×D. (14.21)

Поскольку Z(2∞) — характеристическая подгруппа группы Y , то по следствию 13.4 K — характе-

ристическая подгруппа группыX. Поэтому можно доказывать теорему, предполагая, чтоX имеет

вид (14.21). Следовательно, Y ∼= Rm ×∆2 × L. Чтобы не вводить дополнительных обозначений,

будем считать, что Y = Rm×∆2×L. Подгруппа bY = ∆2×L — характеристическая. Рассмотрим

ограничение уравнения 10.1(i) на подгруппу ∆2×L. По следствию 14.17 все характеристические

функции µ̂j(y) = 1 при y ∈ ∆2×L. Значит, по предложению 2.13 все σ(µj) ⊂ A(X,∆2×L) = Rm.

Поскольку Rm = cX , то Rm — характеристическая подгруппа группы X. Доказательство теоремы

свелось, таким образом, к его доказательству для группы X = Rm. Теорема вытекает теперь из

теоремы Гурье–Олкина (см. замечание 13.10). �

§15. Теорема Скитовича–Дармуа на a-адических соленоидах Σa

Согласно теореме 13.31 для любой связной компактной группе X существуют независимые слу-

чайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) и

автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2

независимы. Целью настоящего параграфа является изучение следующего вопроса. Пусть ξ1 и ξ2
– независимые случайные величины со значениями в a-адическом соленоиде X = Σa и с распре-

делениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj ∈ Aut(X) и линейные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2 и L2 = β1ξ1+β2ξ2

независимы. Что в таком случае можно сказать о распределениях µ1 и µ2? Оказывается, что

ответ зависит, как от вида a-адического соленоида Σa, так и от топологических автоморфизмов

αj , βj .

Прежде, чем мы перейдем к формулировке и доказательству основной теоремы, докажем ряд

лемм.

15.1. Лемма. Пусть Y – произвольная абелева группа, q ∈ Z, q ̸= 0, a(y) и b(y) – функции

на Y , удовлетворяющие уравнению

(i) a(u+ v)b(u+ qv) = a(u)b(u)a(v)b(qv), u, v ∈ Y,

и условиям

(ii) a(−y) = a(y), b(−y) = b(y), y ∈ Y.

Положим s = 1 − q. Если при некотором y0 ∈ Y (s) выполнено a(y0)b(y0) ̸= 0, то существует

такая подгруппа M ⊂ Y , что a(y)b(y) ̸= 0 при y ∈M .

Доказательство. Полагая в (i) вначале u = −qy, v = y, затем u = y, v = −y и учитывая

(ii), получаем

a(sy) = a(qy)b2(qy)a(y), y ∈ Y, (15.1)

b(sy) = a2(y)b(y)b(qy), y ∈ Y. (15.2)

По условию y0 = sz0, z0 ∈ Y . Подставляя y = z0 в (15.1) и (15.2), находим

a(z0) ̸= 0, a(qz0) ̸= 0, b(z0) ̸= 0, b(qz0) ̸= 0. (15.3)
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Из уравнения (i), полагая вначале u = z0, v = kz0, а затем u = qz0, v = kz0, k ∈ Z, получаем

a((k + 1)z0))b((kq + 1)z0) = a(z0))b(z0)a(kz0)b(kqz0), (15.4)

a((q + k)z0))b((k + 1)qz0) = a(qz0))b(qz0)a(kz0)b(kqz0). (15.5)

Учитывая (15.3), из (15.4) и (15.5) по индукции получаем, что a(kz0) ̸= 0, b(kqz0) ̸= 0, k ∈ Z.

Подгруппа M = {kqz0}k∈Z является искомой. �

15.2. Лемма. Пусть M – произвольная абелева группа, a(y) и b(y) – функции на M , удовле-

творяющие уравнению 15.1(i), условиям 15.1(ii) и условиям

(i) 0 < a(y) ≤ 1, 0 < b(y) ≤ 1, a(0) = b(0) = 1.

Положим s = 1− q. Тогда на подгруппе M (sq) имеет место представление

(ii) a(y) = exp{−φ1(y)}, b(y) = exp{−φ2(y)},

где φj(y) ≥ 0 и каждая из функций φj(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii).

Доказательство. Положим φ1(y) = − log a(y), φ2(y) = − log b(y). Из 15.1(i) получаем

φ1(u+ v) + φ2(u+ qv) = A(u) +B(v), u, v ∈M, (15.6)

где A(u) = φ1(u) + φ2(u), B(v) = φ1(v) + φ2(qv).

Применим для решения уравнения (15.6) метод конечных разностей. Пусть k – произвольный

элемент группы M . Придадим u и v в (15.6) приращения −qk и k соответственно. Вычитая

уравнение (15.6) из полученного уравнения, находим

φ1(u+ v + sk)− φ1(u+ v) = ∆−qkA(u) + ∆kB(v), u, v, k ∈M. (15.7)

Полагая в (15.7) v = 0 и вычитая из (15.7) полученное уравнение, имеем

φ1(u+ v + sk)− φ1(u+ v)− φ1(u+ sk) + φ1(u) = ∆kB(v)−∆kB(0). (15.8)

Положим в (15.7) v = sk, получаем

∆2
skφ1(u) = d1(k), u, k ∈M, (15.9)

где d1(y) – некоторая функция на M . Применяя оператор ∆sk к обеим частям (15.9), мы находим

∆3
skφ1(u) = 0, u, k ∈M. (15.10)

Из (15.10) вытекает, что функция φ1(y) удовлетворяет уравнению

∆3
l φ1(u) = 0, u, l ∈M (s). (15.11)

Из (i) следует, что φ1(y) ≥ 0. По лемме 10.11 функция φ1(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii).

Для функции φ2(y) рассуждаем аналогично. Пусть k – произвольный элемент группы M .

Придадим u и v в (15.6) приращения −k и k соответственно. Вычитая уравнение (15.6) из полу-

ченного уравнения, находим

φ2(u+ qv − sk)− φ2(u+ qv) = ∆−kA(u) + ∆kB(v), u, v, k ∈M. (15.12)
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Полагая в (15.12) v = 0 и вычитая из (15.12) полученное уравнение, имеем

φ2(u+ qv − sk)− φ2(u+ qv)− φ2(u− sk) + φ2(u) = ∆kB(v)−∆kB(0), u, v, k ∈M. (15.13)

Положим здесь k = qt, v = −st, t ∈M , получаем

∆2
−sqtφ2(u) = d2(t), u, t ∈M, (15.14)

где d2(y) – некоторая функция на M . Применяя оператор ∆−sqt к обеим частям (15.14), мы

находим

∆3
−sqtφ2(u) = 0, u, t ∈M. (15.15)

Из (15.15) вытекает, что функция φ2(y) удовлетворяет уравнению

∆3
l φ2(u) = 0, u, l ∈M (sq). (15.16)

Из (i) следует, что φ2(y) ≥ 0. По лемме 10.11 функция φ2(y) удовлетворяет уравнению 2.16(ii).

�

15.3. Следствие. Пусть в условиях леммы 15.2 M – подгруппа в Q. Тогда имеют место

представления

(i) a(y) = e−σ1y2 , b(y) = e−σ2y2 , σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0, y ∈M (sq).

15.4. Лемма. Пусть X = Σa, K – компактная подгруппа в X такая, что аннулятор

A(Y,K) ̸∼= Z. Пусть µ ∈ M1(X) и ν = µ ∗ µ̄. Тогда, если ν = γ ∗ mK , где γ ∈ Γ(X), то

µ ∈ Γ(X) ∗ I(X).

Доказательство. Пусть p : X 7→ X/K – естественный гомоморфизм. Обозначим L = A(Y,K)

и воспользуемся представлением 2.14(i) для характеристической функции m̂K(y). Поскольку по

теореме 1.9.2 (X/K)∗ ∼= L, то по следствию 2.11 ограничение характеристической функции ν̂(y)

на L является характеристической функцией гауссовского распределения p(ν) на фактор-группе

X/K. Поскольку по условию L ̸∼= Z, то X/K ̸∼= T. Очевидно также, что фактор-группа X/K не

может содержать подгруппы, топологически изоморфной T. Имеем, p(ν) = p(µ) ∗ p(µ̄). По тео-

реме 4.6, примененной к фактор-группе X/K, тогда следует, что p(µ) ∈ Γ(X/K). Следователь-

но, ограничение характеристической функции µ̂(y) на L является характеристической функцией

некоторого гауссовского распределения. Таким образом, мы имеем представление

µ̂(y) =

([x0], y) exp{−φ(y)}, если y ∈ L,

0, если y /∈ L,
(15.17)

где [x0] ∈ X/K, а φ(y) = σy2, σ ≥ 0. Функция φ(y) естественным образом продолжается с L на Y .

Обозначим через φ̃(y) продолженную функцию. Возьмем x0 ∈ [x0] и рассмотрим распределение

λ ∈ Γ(X) с характеристической функцией

λ̂(y) = (x0, y) exp{−φ̃(y)}, y ∈ Y. (15.18)

Из (15.18) и представления 2.14(i) для характеристической функции m̂K(y) следует, что µ̂(y) =

λ̂(y)m̂K(y). Из 2.7(b) и 2.7(c) вытекает, что µ = λ ∗mK . �
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15.5. Лемма. Пусть Y – подгруппа в Q, F – подгруппа в Y . Рассмотрим Q, как подгруппу R,

и предположим, что подгруппа F плотна в R в топологии R, т.е. в топологии, индуцированной

на F обычной топологией R. Пусть g(y) – положительно определенная функция на Y такая,

что ее ограничение на F – непрерывная функция в топологии R. Тогда справедливы следующие

утверждения:

(a) для любого u ∈ Y ограничение функции g(y) на класс смежности u+ F является равно-

мерно непрерывной функцией в топологии R;

(b) для любого u ∈ Y существует предел

gu = lim
y→0, y∈u+F

g(y);

(c) если при некотором u ∈ Y выполнено gu = 1, то функция g(y) равномерно непрерывна в

топологии R на подгруппе V , порожденной u и F .

Доказательство. Утверждение (a) следует из неравенства 2.7(g), справедливого в силу тео-

ремы Бохнера для любой нормированной положительно определенной функции g(y). Утвержде-

ние (b) непосредственно вытекает из (a). Для доказательства (c) воспользуемся неравенством

(2.3), которое также справедливо для произвольной нормированной положительно определенной

функции g(y). Из (2.3) следует, что если gu = 1, то gv = 1 для любого v ∈ V . Поскольку фактор-

группа V/F конечна, то равномерная непрерывность сужения функции g(y) на V вытекает из

2.7(g). �

15.6. Обозначения. Пусть a = (a0, a1, . . . , an, . . . ) — произвольная фиксированная последова-

тельность целых чисел, больших 1, X = Σa – a-адический соленоид. Группа характеров Y = Σ∗
a

изоморфна подгруппе в Q вида Ha, где Ha =

{
m

a0a1 · · · an
: n = 0, 1, . . . ;m ∈ Z

}
. Чтобы не вво-

дить дополнительных обозначений, будем считать, что Y = Ha. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые

случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Рассмотрим линей-

ные формы L1 = α1ξ1+α2ξ2 и L2 = β1ξ1+β2ξ2, где αj , βj ∈ Aut(X). Предположим, что линейные

формы L1 и L2 независимы. Вводя в рассмотрение новые случайные величины ζj = αjξj , j = 1, 2,

можно считать, что L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, где δj ∈ Aut(X). Согласно 1.14(d), любой

топологический автоморфизм δ группы X имеет вид

δ = fpf
−1
q

при некоторых взаимно простых числах p и q, причем fp, fq ∈ Aut(X). Поскольку при любом

δ ∈ Aut(X) линейные формы L1 и L2 независимы тогда и только тогда, когда независимы L1 и

δL2, то не ограничивая общности, можно с самого начала предполагать, что линейные формы

L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + ξ2, L2 = pξ1 + qξ2, где p, q ∈ Z, pq ̸= 0, pq ̸= 1 и p и q – взаим-

но просты. Введем следующие обозначения, которые сохраним на протяжении всего параграфа.

Обозначим s = p − q, разложим |s| на простые множители |s| = sk11 · · · s
kl
l . Рассмотрим соот-

ветствующие гомоморфизмы fsj , j = 1, 2, . . . , l. Пусть fsj1 , . . . , fsjr все гомоморфизмы, которые

являются топологическими автоморфизмами X. Обозначим через H подгруппу в Y вида

H =

{
m

sn1
j1
· · · snr

jr

: m,nj ∈ Z

}

182



(в случае, если либо |s| = 1, либо все fsj /∈ Aut(X), то считаем H = Z). Положим G = H∗. Мы

фиксируем обозначения fsj , H и G на протяжении этого параграфа.

Докажем теперь основную теорему этого параграфа.

15.7. Теорема. Пусть X = Σa. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значе-

ниями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Предположим, что fp, fq ∈ Aut(X), pq ̸= 1

и p и q – взаимно просты. Обозначим s = p − q, разложим |s| на простые множители

|s| = sk11 · · · s
kl
l и рассмотрим соответствующие гомоморфизмы fsj , j = 1, 2, . . . , l. Если ли-

нейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = pξ1 + qξ2 независимы, то возможные распределения µ1 и µ2

описываются в таблицах 1 и 2

Таблица 1

pq = −1
pq – составное

f2 ∈ Aut(X) f2 /∈ Aut(X)

существуют µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X) существуют
µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X)

Таблица 2

pq – простое

fsj ∈ Aut(X) при всех sj ̸= 2 и f2 /∈ Aut(X)

fsj /∈ Aut(X) fs ∈ Aut(X)

хотя бы при одном
sj ̸= 2 s делится на 4 s не делится на 4

существуют существуют по крайней мере одно по крайней мере одно
µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) из µj ∈ Γ(X) ∗ I(X) из µj ∈ Γ(X) ∗ I(X)

Доказательство. По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 равносильна тому,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 10.1(i), которое принимает вид

µ̂1(u+ pv)µ̂2(u+ qv) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(pv)µ̂2(qv), u, v ∈ Y. (15.19)

Решения этого уравнения мы и будем изучать. Возможны три случая: pq – составное число,

pq = −1 и pq – простое число.
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1. pq – составное число. Докажем, что в этом случае существуют независимые случайные

величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) такие, что

линейные формы L1 и L2 независимы. Очевидно, что не ограничивая общности, можно считать

выполненным следующее условие: если y = m
n ∈ Y, m, n ∈ Z, n ̸= 0, то в разложении n на

простые множители участвуют лишь те sj из разложения |s|, для которых fsj ∈ Aut(X). Поэтому

из sy ∈ H следует, что y ∈ H. Имеется две возможности.

1.A. |p| > 1, |q| > 1. Поскольку p и s, а также q и s взаимно просты, то H(p) ̸= H и H(q) ̸= H.

Пусть λj ∈ M1(G) и σ(λ1) ⊂ A(G,H(p)), σ(λ2) ⊂ A(G,H(q)). Тогда, очевидно, λ̂1(y) = 1 при

y ∈ H(p) и λ̂2(y) = 1 при y ∈ H(q). Поэтому по предложению 2.13

λ̂1(u+ pv) = λ̂1(u), λ̂2(u+ qv) = λ̂2(u), u, v ∈ H. (15.20)

Рассмотрим функции gj(y) на группе Y

gj(y) =

λ̂j(y), если y ∈ H,

0, если y /∈ H.
(15.21)

По предложению 2.12 функции gj(y) являются положительно определенными на Y . По теореме

Бохнера существуют такие распределения µj ∈ M1(X), что µ̂j(y) = gj(y), j = 1, 2. Проверим,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (15.19). Из (15.20) и (15.21)

следует, что если u, v ∈ H, то уравнение (15.19) превращается в равенство. Пусть u /∈ H. Тогда

правая часть в (15.19) равна нулю. Если при этом левая часть в (15.19) отлична от нуля, то

выполнено u+ pv ∈ H,

u+ qv ∈ H.
(15.22)

Из (15.22) тогда следует, что sv ∈ H. Значит, v ∈ H, и поэтому u ∈ H, что противоречит выбору

u. Следовательно, и левая часть в (15.19) равна нулю. Пусть v /∈ H. Если pv, qv ∈ H, то и sv ∈ H.

Отсюда v ∈ H, что противоречит выбору v. Значит, либо pv /∈ H, либо qv /∈ H. Тогда правая

часть в (15.19) равна нулю. Если при этом левая часть в (15.19) отлична от нуля, то выполнено

(15.22), что влечет v ∈ H, вопреки выбору v. Значит, левая часть в (15.19) равна нулю.

Итак, характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (15.19). Если ξ1 и ξ2 –

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2, то по

лемме 10.1 линейные формы L1 и L2 независимы. Ясно, что λj можно выбрать таким образом,

чтобы µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X). Требуемое утверждение в случае 1.A доказано.

1.B. Либо |p| = 1, либо |q| = 1. Пусть для определенности |p| = 1. Не ограничивая общности

можно считать, что p = 1. Пусть q = q1q2, где |qj | > 1, j = 1, 2. Очевидно, что если fq ∈ Aut(X),

то и fq1 , fq2 ∈ Aut(X). Поэтому независимость линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + qξ2

равносильна независимости L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = 1
q1
ξ1 + q2ξ2. Делая замену ζ1 = 1

q1
ξ1, мы сводим

задачу к случаю L1 = q1ξ1+ξ2, L2 = ξ1+q2ξ2. Уравнение 10.1(i) для характеристических функций

µ̂j(y) в этом случае имеет вид

µ̂1(q1u+ v)µ̂2(u+ q2v) = µ̂1(q1u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(q2v), u, v ∈ Y. (15.23)
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Пусть λj ∈ M1(G) и σ(λj) ⊂ A(G,H(qj)), j = 1, 2. Тогда, очевидно, λ̂j(y) = 1 при y ∈ H(qj).

Поэтому по предложению 2.13

λ̂1(q1u+ v) = λ̂1(v), λ̂2(u+ q2v) = λ̂2(u) u, v ∈ H. (15.24)

Так же, как и в случае 1.A, определяем по формулам (15.21) функции gj(y) и распределе-

ния µj ∈ M1(X). Проверим, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

(15.23). Рассуждаем так же, как в случае 1.A. Если u, v ∈ H, то в силу (15.24) уравнение (15.23)

превращается в равенство. Пусть u /∈ H. Тогда правая часть уравнения (15.23) равна нулю. Если

при этом левая часть в (15.23) отлична от нуля, то выполненоq1u+ v ∈ H,

u+ q2v ∈ H.

Отсюда получаем su ∈ H, а значит, u ∈ H, что противоречит выбору u. Поэтому и левая часть

в (15.23) равна нулю. Случай v /∈ H рассматривается аналогично. Итак, характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (15.23). Если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2, то по лемме 10.1 линейные формы L1

и L2 независимы. Поскольку распределения λj можно выбрать таким образом, чтобы µ1, µ2 /∈
Γ(X) ∗ I(X), то требуемое утверждение в случае 1.B доказано. Тем самым утверждение теоремы

в случае 1 полностью доказано.

2. pq = −1. Пусть для определенности p = 1. Тогда q = −1 и линейные формы L1 и L2 имеют

вид L1 = ξ1+ξ2, L1 = ξ1−ξ2. Как вытекает из теоремы 7.10, если f2 ∈ Aut(X), то из независимости

L1 и L2 следует, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X). Если же f2 /∈ Aut(X), то существуют независимые

случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X)

такие, что линейные формы L1 и L2 независимы.

3. pq – простое число. Пусть для определенности p = 1 и q – простое число, т.е. L1 =

ξ1 + ξ2, L2 = ξ1 + qξ2. Уравнение 10.1(i) для характеристических функций µ̂j(y) принимает вид

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ qv) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(qv), u, v ∈ Y. (15.25)

Имеются следующие возможности.

3.A. Либо fsj /∈ Aut(X) хотя бы при одном sj ̸= 2, либо f2 /∈ Aut(X) и s делится на 4. Докажем,

что тогда существуют независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с

распределениями µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X) такие, что линейные формы L1 и L2 независимы. Пусть

fsj /∈ Aut(X) при некотором sj ̸= 2. Тогда Y (sj) ̸= Y . Возьмем y0 /∈ Y (sj) и рассмотрим на группе

X функцию

ρ(x) = 1 + Re(x, y0).

Тогда ρ(x) ≥ 0, x ∈ X, и ∫
X

ρ(x)dmX(x) = 1.
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Пусть µ ∈ M1(X) – распределение с плотностью ρ(x) относительно распределения Хаара mX .

Тогда

µ̂(y) =


1, если y = 0,

1
2 , если y = ±y0,

0, если y /∈ {0, ±y0}.

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные величины со значениями в

группе X, имеющие распределение µ. Проверим, что характеристические функции случайных

величин ξj удовлетворяют уравнению (15.25), которое принимает вид

µ̂(u+ v)µ̂(u+ qv) = µ̂2(u)µ̂(v)µ̂(qv), u, v ∈ Y. (15.26)

Очевидно, что достаточно проверить, что уравнение (15.26) превращается в равенство при u ̸=
0, v ̸= 0. В этом случае правая часть в (15.26) равна нулю. Если левая часть в (15.26) отлична

от нуля, то выполнено u+ v ∈ {0, ±y0},

u+ qv ∈ {0, ±y0}.

Отсюда следует, что

sv ∈ {0, ±y0 ± 2y0}. (15.27)

Поскольку числа 2 и sj взаимно просты и y0 /∈ Y (sj), то 2y0 /∈ Y (sj). Следовательно, выполнение

(15.27) невозможно. Значит, левая часть в (15.25) также равна нулю.

Если f2 /∈ Aut(X) и s делится на 4, то рассуждение совершенно аналогично. Нужно взять

y0 /∈ Y (2), а невозможность выполнения (15.27) следует из того, что s делится на 4.

Итак, характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (15.25). Следовательно,

по лемме 10.1 линейные формы L1 и L2 независимы. По построению µ1, µ2 /∈ Γ(X) ∗ I(X). Тем

самым, требуемое утверждение в случае 3.A доказано.

3.B. fs ∈ Aut(X). Докажем, что в этом случае по крайней мере одно из распределений

µj ∈ Γ(X)∗I(X). Положим νj = µj∗µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y .

Очевидно, что характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (15.25). Обо-

значим a(y) = ν̂1(y), b(y) = ν̂2(y). Очевидно, что функции a(y) и b(y) удовлетворяют уравнению

15.1(i) и условиям 15.1(ii). Из уравнения 15.1(i) вытекает, что функции a(y) и b(y) удовлетворяют

уравнениям (15.1) и (15.2).

Предположим вначале, что при любом y ∈ Y, y ̸= 0 выполнено a(y)b(y) = 0. Из (15.1) тогда

следует, что a(sy) = 0 при любом y ∈ Y, y ̸= 0. Поскольку fs ∈ Aut(X), то a(y) = 0 при любом

y ∈ Y, y ̸= 0. Следовательно, ν1 = mX , а значит и µ1 = mX . Аналогично из (15.2) получаем, что

µ2 = mX .

Предположим теперь, что при некотором y0 ∈ Y, y0 ̸= 0 выполнено a(y0)b(y0) ̸= 0. Рассмотрим

отдельно два случая: q > 0 и q < 0.

(i). q > 0. Поскольку Y (s) = Y , мы можем применить лемму 15.1 и получить подгруппу

M ⊂ Y , на которой a(y)b(y) ̸= 0. Сужения характеристических функций a(y) и b(y) на подгруппу

M удовлетворяют условиям следствия 15.3. Поэтому на M (sq) мы имеем представление 15.3(i).

Подставляя представление 15.3(i) в 15.1(i), получаем σ1 + qσ2 = 0. Отсюда, σ1 = σ2 = 0. Таким
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образом, на подгруппе M (sq) выполнено: a(y) = b(y) = 1. Обозначим E = {y ∈ Y : a(y) = b(y) =

1}. Тогда E – ненулевая подгруппа в Y и по предложению 2.13 справедливо равенство

a(y + h) = a(y), b(y + h) = b(y), y ∈ Y, h ∈ E.

Поэтому мы можем перейти от уравнения 15.1(i) на группе Y к индуцированному уравнению на

фактор-группе L = Y/E, полагая â([y]) = a(y), b̂([y]) = b(y), y ∈ [y].

Отметим, что

{[y] ∈ L : â([y]) = b̂([y]) = 1} = {0}. (15.28)

Из (15.2) следует, что fs – мономорфизм на L. Поскольку L – периодическая группа, то fs ∈
Aut(L).

Учитывая, что 0 ≤ â([y]) ≤ 1, 0 ≤ b̂([y]) ≤ 1, из (15.1) вытекает, что

â(s[y]) ≤ â([y]), [y] ∈ L. (15.29)

Так как любой элемент группы L имеет конечный порядок, то для любого [y] ∈ L выполнено

sn[y] = [y] при некотором натуральном n, зависящим, вообще говоря, от [y]. Из (15.29) тогда

следует, что

â([y]) = â(sn[y]) ≤ · · · ≤ â(s[y]) ≤ â([y]), [y] ∈ L.

Таким образом, на каждой орбите {[y], s[y], . . . , sn−1[y]} функция â([y]) принимает постоянное

значение. Из (15.2) вытекает аналогичное утверждение для b̂([y]).

Предположим, что в некоторой точке [y]0 ∈ L, [y]0 ̸= 0, выполнено â([y]0) ̸= 0. Тогда â(s[y]0) =

â([y]0) ̸= 0 и из (15.1) получаем

â(q[y]0) = b̂(q[y]0) = 1. (15.30)

Из (15.28) и (15.30) следует, что q[y]0 = 0. Аналогично, из (15.2) находим, что если b̂([y]0) ̸=
0, [y]0 ∈ L, [y]0 ̸= 0, то â([y]0) = b̂(q[y]0) = 1, и значит, (15.30) также выполнено. Заметим теперь,

что любая фактор-группа группы Y , в частности L, содержит не более, чем одну подгруппу A ∼=
Z(q). Пусть A – подгруппа в L, порожденная элементом [y]0. Рассмотрим ограничение уравнения

15.1(i) на A. Учитывая, что q[y] = 0 для любого [y] ∈ A, получаем

â([u] + [v])̂b([u]) = â([u])̂b([u])â([v]), [u], [v] ∈ A. (15.31)

Если в некоторой точке [u]0 ∈ A, [u]0 ̸= 0 выполнено b̂([u]0) ̸= 0, то из (15.31) следует, что

â([u]0 + [v]) = â([u]0)â([v]), [v] ∈ A.

Полагая здесь [v] = (q − 1)[u]0, получаем â([u]0) = 1, а поскольку q – простое число, то â([y]) = 1

при [y] ∈ A. Если же b̂([y]) = 0 при любом [y] ∈ A, [y] ̸= 0, то, очевидно, функция â([y]) может

быть произвольной. Тем самым, доказано, что либо

â([y]) =

1, если [y] ∈ A,

0, если [y] /∈ A,
(15.32)

либо

b̂([y]) =

1, если [y] = 0,

0, если [y] ̸= 0.
(15.33)
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Возвращаясь от индуцированных функций â([y]) и b̂([y]) на L к функциям a(y) и b(y) на Y ,

получаем, что либо ν1 ∈ I(X), либо ν2 ∈ I(X), а значит, либо µ1 ∈ I(X), либо µ2 ∈ I(X).

Если же в любой точке [y]0 ∈ L, [y]0 ̸= 0 выполнено â([y]0) = b̂([y]0) = 0, то справедливо

представление (15.32) для функции â([y]), где A = {0} и представление (15.33) для функции

b̂([y]). В этом случае, очевидно, µ1, µ2 ∈ I(X). Случай 3.B(i) q > 0, таким образом, полностью

исследован.

(ii). q < 0. Из (15.2) вытекает, что при любом натуральном m выполнено

a
( y0
sm

)
b
( y0
sm

)
̸= 0.

Из доказательства леммы 15.1 следует, что a(y)b(y) ̸= 0 на подгруппе y0H(q), а тогда по следствию

15.3 на подгруппе y0H(q2) имеет место представление 15.3(i). Пусть F – максимальная подгруппа

в Y , содержащая y0H
(q2), на которой имеет место представление 15.3(i). Поскольку подгруппа

F топологически не изоморфна Z, то F плотна в R в топологии R. Из 15.3(i) по лемме 15.5,

примененной к функциям a(y) и b(y) следует, что для любого u ∈ Y существуют пределы

au = lim
y→0, y∈u+F

a(y), bu = lim
y→0, y∈u+F

b(y).

Заметим теперь, что полученные функции au и bu по построению принимают постоянные значе-

ния на каждом классе смежности u+F и определяют, поэтому, некоторые функции a[u] и b[u] на

фактор-группе L = Y/F . Функции a[u] и b[u], очевидно, удовлетворяют уравнению 15.1(i) и усло-

виям 15.1(ii), а значит, и уравнениям (15.1) и (15.2). Поскольку F – максимальная подгруппа в Y

на которой имеет место представление 15.3(i), то в силу утверждения (c) леммы 15.5 выполнено

{[u] ∈ L : a[u] = b[u] = 1} = {0},

что является аналогом (15.28). Поскольку L – периодическая группа, то из (15.2) вытекает, что

fs ∈ Aut(L). Повторяя теперь доказательство для случая 3.B(i), мы получаем либо представле-

ние (15.32) для функции a[u], либо представление (15.33) для функции b[u].

Докажем теперь, что если a[u] = 0 при любом [u] /∈ A, то a(y) = 0 при любом y /∈ f−1
q (F ).

Действительно, подставим в 15.1(i) u ∈ F, v0 /∈ f−1
q (F ). Учитывая 15.3(i), получаем

a(u+ v0)b(u+ qv0) = e−σ1u2−σ2q2u2
a(v0)b(qv0).

Перейдем здесь к пределу при u→ −v0, u ∈ F . Поскольку [v0] /∈ A, мы имеем

0 = e−σ1v20−σ2q2v20a(v0)b(qv0),

а значит, a(v0)b(qv0) = 0. Из (15.1) тогда следует, что a(sv0) = 0. Заметим теперь, что fs ∈
Aut(F ). Действительно, из (15.1) по следствию 4.8 следует, что на подгруппе f−1

s (F ) справедливо

представление 15.3(i). Значит, f−1
s (F ) = F , поскольку F – максимальная подгруппа в Y , на

которой справедливо 15.3(i). А тогда fs(F ) = F , что эквивалентно fs ∈ Aut(F ). Отсюда следует,

что fs взаимно однозначно отображает множество f−1
q (F ) в себя. Поэтому из a(sv) = 0 при любом

v /∈ f−1
q (F ) следует, что a(v) = 0 при любом v /∈ f−1

q (F ). В результате из представления (15.32)

для функции a[u] получаем

a(y) =

e−σ1y2 , если y ∈ f−1
q (F ),

0, если y /∈ f−1
q (F ).

(15.34)
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Рассуждая аналогично, убеждаемся, что если b[u] = 0 при любом [u] ̸= 0, то b(y) = 0 при любом

y /∈ F . А тогда из представления (15.33) для функции b[u] следует представление

b(y) =

e−σ2y2 , если y ∈ F,

0, если y /∈ F.
(15.35)

Таким образом, по крайней мере одно из распределений νj ∈ Γ(X) ∗ I(X), а тогда по лемме 15.4

соответствующее распределение µj ∈ Γ(X) ∗ I(X). Случай 3.B(ii) q < 0, таким образом, также

полностью исследован. Случай 3.B, таким образом, полностью исследован.

3.C. fsj ∈ Aut(X) при всех sj ̸= 2, f2 /∈ Aut(X) и s не делится на 4. Докажем, что этом случае

по крайней мере одно из распределений µj ∈ Γ(X)∗I(X). Поскольку s делится на 2 и не делится на

4, то q = 4k−1, k ∈ Z. Пусть, как и в случае 3.B, νj = µj ∗ µ̄j , j = 1, 2, a(y) = ν̂1(y), b(y) = ν̂2(y).

Имеются две возможности.

(i). Предположим, что выполнено

a(y)b(y) = 0, y ∈ Y (2), y ̸= 0. (15.36)

Полагая в 15.1(i) сначала u = qy, v = y, затем u = v = y и учитывая (15.1) и (15.2), получаем

a(sy) = a((q + 1)y)b(2qy), y ∈ Y, (15.37)

b(sy) = a(2y)b((q + 1)y)), y ∈ Y. (15.38)

Поскольку s = 2− 4k, то из (15.37) и (15.38) следует

a((1− 2k)y) = a(2ky)b(qy), y ∈ Y, (15.39)

b((1− 2k)y) = a(y)b(2ky), y ∈ Y. (15.40)

Перемножая (15.39) и (15.40), мы находим

a((1− 2k)y)b((1− 2k)y) = a(2ky)b(2ky)a(y)b(qy), y ∈ Y. (15.41)

Поскольку 1− 2k – делитель s, то f1−2k ∈ Aut(X) и из (15.41) и (15.36) следует, что a(y)b(y) = 0

при любом y ∈ Y, y ̸= 0. Но тогда из (15.1) и (15.2) вытекает, что a(y) = b(y) = 0 при любом

y ∈ Y (2), y ̸= 0. Из (15.39) и (15.40) тогда следует, что a(y) = b(y) = 0 при любом y ∈ Y, y ̸= 0. А

это значит, что ν1 = ν2 = mX , а значит, µ1 = µ2 = mX . Случай 3.C(i) полностью исследован.

(ii). Предположим, что условие (15.36) не выполнено, т.е. a(y0)b(y0) ̸= 0 при некотором y0 ∈
Y (2), y0 ̸= 0. При q > 0 без изменений проходит доказательство для случая 3.B(i), так как из

равенства Y (s) = Y (2) следует, что функции a(y) и b(y) удовлетворяют условиям леммы 15.1.

При q < 0 доказательство проводится по схеме доказательства для случая 3.B(ii), но требует

некоторых пояснений, поскольку fs /∈ Aut(X). Мы сохраним обозначения, использованные при

доказательстве случая 3.B(ii).

Для доказательства того, что существует подгруппаW ̸∼= Z, на которой справедливо представ-

ление 15.3(i), рассуждаем следующим образом. Пусть на подгруппе M , порожденной некоторым
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элементом ζ, выполнено a(y)b(y) ̸= 0 (существование такой подгруппы гарантированно леммой

15.1). Подставим в 15.1(i)

u =
l

1− 2k
ζ, v =

(
1− l

1− 2k

)
ζ, l ∈ Z.

При этих u и v выполнено u + v, u + qv ∈ M . Следовательно, левая часть в 15.1(i) отлична от

нуля. Значит,

a

(
l

1− 2k
ζ

)
b

(
l

1− 2k
ζ

)
̸= 0.

Поскольку f1−2k ∈ Aut(X), то мы получаем, что на подгруппе S = ζH выполнено a(y)b(y) ̸= 0.

Так как q ̸= −1, то H ̸∼= Z, а значит, и S ̸∼= Z. Далее доказательство проводится без измене-

ний так же, как и в случае 3.B и получаем либо представление (15.32) для функции a[u], либо

представление (15.33) для функции b[u].

Чтобы получить искомые представления, либо (15.34) для функции a(y), либо (15.35) для

функции b(y), достаточно убедиться, что если a(sy) = 0 при всех y /∈ f−1
q (F ), то a(y) = 0, y /∈

f−1
q (F ), а также, что если b(sy) = 0 при всех y /∈ F , то b(y) = 0, y /∈ F .

Мы ограничимся рассуждением для функции a(y). Для функции b(y) доказательство анало-

гично. Пусть y0 /∈ f−1
q (F ). Рассмотрим соответствующий класс смежности y0 +F и отметим, что

q[y0] ̸= 0. Поскольку fs ∈ Aut(L), то

s[y′] = [y0] (15.42)

при некотором [y′] ∈ L. Легко видеть, что y′ /∈ f−1
q (F ), так как в противном случае было бы

q[y′] = 0 и, учитывая (15.42), мы имели бы [y′] = [y0], что противоречит выбору y0. Из (15.42)

следует, что sy′ = y0 + h, h ∈ F . Но тогда при любом h′ ∈ F выполнено s(y′ + h′) ∈ y0 + F .

Поскольку F ̸∼= Z, то множество s(y′+F ) плотно в y0+F в топологии R. Функция a(y) равномерно

непрерывна на y0 + F в топологии R и по условию a(s(y′ + h′)) = 0 при любом h′ ∈ F . Значит

a(y) = 0 при y ∈ y0 +F , в частности a(y0) = 0. Случай 3.C(ii), таким образом, также полностью

исследован. Требуемое утверждение в случае 3.C доказано, а значит и доказано утверждение

теоремы в случае 3. �

15.8. Замечание. Рассуждение, проведенное при рассмотрении случая 3, показывает, что в

случаях 3.B и 3.C у уравнения (15.25) всегда существуют такие решения µ̂j(y), где одно из

распределений µj /∈ Γ(X) ∗ I(X). Следовательно, утверждение теоремы 15.7 в случаях 3.B и 3.C

не может быть усилено.

15.9. Замечание. Пусть X – связная группа, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. С учетом теоремы 1.9.6, из теоремы 7.10

следует, что, условие:

(i) f2 ∈ Aut(X)

является необходимым и достаточным для того, чтобы из независимости линейных форм L1 =

ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2 следовало, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X). Из теоремы 15.7 вытекает, что

справедливы следующие утверждения:
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(α) для a-адического соленоида X = Σa условие (i) является необходимым для того, чтобы

существовали автоморфизмы αj , βj ∈ Aut(X) такие, что из независимости линейных форм L1 =

α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 следовало, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X);

(β) если для a-адического соленоида X = Σa условие (i) выполнено, то не существует ли-

нейных форм, отличных от L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 − ξ2, независимость которых влечет, что

µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).

Утверждения (α) и (β), вообще говоря, неверны для произвольных связных компактных абе-

левых групп. Для построения соответствующего контр-примера к утверждению (α) положим

X = X1 × X2, где Xj = Σaj , a1 = (2, 2, . . . ), a2 = (3, 3, . . . ). Очевидно, что группа X связ-

на и f2 /∈ Aut(X). Пусть автоморфизм α ∈ Aut(X) имеет вид α(x1, x2) = (−x1, x2), xj ∈ Xj .

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределени-

ями µ1 и µ2. Проверим, что если линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + αξ2 независимы, то

µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).

По лемме 10.1 независимость линейных форм L1 и L2 эквивалентна тому, что характеристи-

ческие функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ α̃v) = µ̂1(u)µ̂2(u)µ̂1(v)µ̂2(α̃v), u, v ∈ Y, (15.43)

где α̃(y1, y2) = (−y1, y2), yj ∈ Yj = X∗
j . Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что

ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению

(15.43). Рассмотрим ограничение уравнения (15.43) для функций ν̂j(y) на подгруппу Y2. Получаем

ν̂1(u+ v)ν̂2(u+ v) = ν̂1(u)ν̂2(u)ν̂1(v)ν̂2(v), u, v ∈ Y2. (15.44)

Положим g(y) = ν̂1(y)ν̂2(y). Из (15.44) тогда вытекает, что g(y) = 1 при y ∈ Y2. Следовательно,

и ν̂j(y) = 1 при y ∈ Y2, j = 1, 2. По предложению 2.13 σ(νj) ⊂ A(X,Y2) = X1. Применяя

предложение 2.2, получаем, что распределения µj можно так заменить их сдвигами µ′j , чтобы

σ(µ′j) ⊂ X1. Характеристические функции распределений µ′j , очевидно, также удовлетворяют

уравнению (15.43). Поскольку µ̂′j(y + h) = µ̂′j(y) для любых y ∈ Y, h ∈ Y2, то достаточно решить

уравнение (15.43), считая, что u, v ∈ Y1. Но на подгруппе Y1 уравнение (15.43) принимает вид

µ̂′1(u+ v)µ̂′2(u− v) = µ̂′1(u)µ̂
′
2(u)µ̂

′
1(v)µ̂

′
2(−v), u, v ∈ Y1. (15.45)

Поскольку f2 ∈ Aut(X1), то из (15.45) по теореме 7.10, примененной к группе X1, следует, что

µ′1, µ
′
2 ∈ Γ(X1) ∗ I(X1). Отсюда вытекает, что и µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X).

Если в приведенном выше рассуждении в качестве X взять X = X2
1 , то мы получим контр-

пример к утверждению (β).
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Глава VI

Теорема Хейде для локально компактных абелевых групп

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины, αj , βj – отличные от ну-

ля вещественные числа. Предположим, что выполнено условие: βiα−1
i ±βjα

−1
j ̸= 0 для всех i ̸= j.

Согласно теореме Хейде, если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn при

фиксированной L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn симметрично, то все случайные величины ξj – гауссовские.

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X и с

распределениями µj . Эта глава посвящена групповым аналогам теоремы Хейде. Мы рассматри-

ваем линейные формы от независимых случайных величин, принимающих значения в группе X.

При этом коэффициентами линейных форм являются топологические автоморфизмы группы X.

Вначале мы предполагаем, что характеристические функции рассматриваемых случайных вели-

чин не обращаются в нуль. Затем мы отказываемся от этого ограничения, но предполагаем, что

случайные величины, принимают значения либо в конечной, либо в дискретной группе.

§16. Характеристические функции случайных величин не

обращаются в нуль

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

Y – ее группа характеров. В этом параграфе мы описываем группы X, которые обладают сле-

дующим свойством: если ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со зна-

чениями в группе X и с такими распределениями µj , что их характеристические функции не

обращаются в нуль, αj , βj – топологические автоморфизмы группы X, удовлетворяющие усло-

вию: βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j, то из симметрии условного распределения ли-

нейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn вытекает, что

все µj ∈ Γ(X). Для того чтобы группа X обладала указанным свойством, необходимо и доста-

точно, чтобы группа X не содержала элементов порядка 2. Поэтому, если группа X содержит

элементы порядка 2, то для таких групп возникает естественная задача описания возможных

распределений µj независимых случайных величин ξj , в предположении, что условное распреде-

ление линейной формы L2 при фиксированной L1 симметрично. В начале мы решаем эту задачу

для независимых случайных величин, принимающих значения в двумерном торе T2, а затем для

независимых случайных величин, принимающих значения в группе, не содержащей подгруппы,

топологически изоморфной T.

16.1. Лемма. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со зна-

чениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы

группы X. Для того чтобы условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при

фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn было симметричным, необходимо и достаточно, чтобы

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяли уравнению

(i)

n∏
j=1

µ̂j(α̃ju+ β̃jv) =

n∏
j=1

µ̂j(α̃ju− β̃jv), u, v ∈ Y.
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Доказательство. Принимая во внимание, что µ̂j(y) = E[(ξj , y)], и что случайные величины

ξj независимы, мы имеем

(i) ⇐⇒
n∏

j=1

E[(ξj , α̃ju+ β̃jv)] =
n∏

j=1

E[(ξj , α̃ju− β̃jv], u, v ∈ Y, ⇐⇒

E

[ n∏
j=1

(ξj , α̃ju+ β̃jv)

]
= E

[ n∏
j=1

(ξj , α̃ju− β̃jv)
]
, u, v ∈ Y, ⇐⇒

E

[ n∏
j=1

(ξj , α̃ju)
n∏

j=1

(ξj , β̃jv)

]
= E

[ n∏
j=1

(ξj , α̃ju)
n∏

j=1

(ξj ,−β̃jv)
]
, u, v ∈ Y, ⇐⇒

E

[ n∏
j=1

(αjξj , u)

n∏
j=1

(βjξj , v)

]
= E

[ n∏
j=1

(αjξj , u)

n∏
j=1

(−βjξj , v)
]
, u, v ∈ Y, ⇐⇒

E[(L1, u)(L2, v)] = E[(L1, u)(−L2, v)], u, v ∈ Y. (16.1)

Пусть (Ω,A, P ) – вероятностное пространство, где определены случайные величины ξj . Равен-

ство (16.1) эквивалентно утверждению, что случайные величины (L1, L2) и (L1,−L2) одинаково

распределены, т.е.

P{ω ∈ Ω : L1(ω) ∈ A, L2(ω) ∈ B} = P{ω ∈ Ω : L1(ω) ∈ A, L2(ω) ∈ −B}

для любых A,B ∈ B(X). В силу 2.21 полученное равенство эквивалентно симметрии условного

распределения линейной формы L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn.

�

Уравнение 16.1(i) называется функциональным уравнением Хейде.

16.2. Теорема. Пусть группа X не содержит элементов порядка 2. Пусть ξj , j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие

распределения µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Пусть αj , βj

– топологические автоморфизмы группы X такие, что βiα
−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех

i ̸= j. Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной

L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn симметрично, то все распределения µj ∈ Γ(X).

Доказательство. Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , мы редуцируем дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + · · · + ξn и

L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). Условие βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j переходит

в условие: δi ± δj ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. По лемме 16.1 из симметрии условного распределе-

ние линейной формы L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn при фиксированной L1 = ξ1 + · · · + ξn следует, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 16.1(i), которое принимает вид

n∏
j=1

µ̂j(u+ δ̃jv) =

n∏
j=1

µ̂j(u− δ̃jv), u, v ∈ Y. (16.2)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.2).

193



Положим φj(y) = − log ν̂j(y). Из (16.2) следует, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению

n∑
j=1

[φj(u+ δ̃jv)− φj(u− δ̃jv)] = 0, u, v ∈ Y. (16.3)

Для решения уравнения (16.3) применим метод конечных разностей.

Пусть k1 – произвольный элемент группы Y . Положим h1 = δ̃nk1. Тогда h1 − δ̃nk1 = 0.

Придадим u и v в (16.3) приращения h1 и k1 соответственно и вычтем (16.3) из полученного

уравнения. Получим

n∑
j=1

∆l1,jφj(u+ δ̃jv)−
n−1∑
j=1

∆l1,j+n
φj(u− δ̃jv) = 0, u, v ∈ Y, (16.4)

где l1,j = h1+ δ̃jk1 = (δ̃n+ δ̃j)k1, j = 1, 2, . . . , n, l1,j+n = h1− δ̃jk1 = (δ̃n− δ̃j)k1, j = 1, 2, . . . , n− 1.

Пусть k2 – произвольный элемент группы Y . Положим h2 = δ̃n−1k2. Тогда h2 − δ̃n−1k2 = 0.

Придадим u и v в (16.4) приращения h2 и k2 соответственно. Вычитая (16.4) из полученного

уравнения, находим

n∑
j=1

∆l2,j∆l1,jφj(u+ δ̃jv)−
n−2∑
j=1

∆l2,j+n
∆l1,j+n

φj(u− δ̃jv) = 0, u, v ∈ Y, (16.5)

где l2,j = h2+ δ̃jk2 = (δ̃n+ δ̃j)k2, j = 1, 2, . . . , n, l2,j+n = h2− δ̃jk2 = (δ̃n− δ̃j)k2, j = 1, 2, . . . , n− 2.

Рассуждая аналогично, через n шагов мы приходим к уравнению

n∑
j=1

∆ln,j
∆ln−1,j

. . .∆l1,jφj(u+ δ̃jv) = 0, u, v ∈ Y, (16.6)

где lp,j = (δ̃n−p+1 + δ̃j)kp, p = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n. Пусть kn+1 произвольный элемент

группы Y . Положим hn+1 = −δ̃nkn+1, следовательно, hn+1 + δ̃nkn+1 = 0. Придадим u и v в (16.6)

приращения hn+1 и kn+1 соответственно. Вычитая (16.6) из полученного уравнения, мы получаем

n−1∑
j=1

∆ln+1,j
∆ln,j

∆ln−1,j
. . .∆l1,jφj(u+ δ̃jv) = 0, u, v ∈ Y, (16.7)

где ln+1,j = hn+1 + δ̃jkn+1 = (δ̃j − δ̃n)kn+1, j = 1, 2, . . . , n − 1. Уравнение (16.7) уже не содержит

функции φn. Рассуждая аналогично, мы последовательно исключаем функции φn−1, φn−2, . . . , φ2

из уравнения (16.7). Окончательно получаем

∆l2n−1,1∆l2n−2,1 . . .∆l1,1φ1(u+ δ̃1v) = 0, u, v ∈ Y, (16.8)

где lp,1 = (δ̃1 + δ̃n−p+1)kp, p = 1, 2, . . . , n − 1, ln,1 = 2δ̃1kn, ln+p,1 = (δ̃1 − δ̃n−p+1)kn+p, p =

1, 2, . . . , n− 1.

Поскольку kp – произвольные элементы группы Y и δ̃i ± δ̃j ∈ Aut(Y ) при i ̸= j, мы можем

положить в (16.8) ln,1 = 2k, lp,1 = h, p = 1, 2, . . . , n− 1, n+1, . . . , 2n− 1, где k и h – произвольные

элементы группы Y . Полагая v = 0 в полученном уравнении, мы находим

∆2k∆
2n−2
h φ1(u) = 0, (16.9)
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где u, k и h – произвольные элементы группы Y . Поскольку группа X не содержит элементов

порядка 2, то по теореме 1.9.5 подгруппа Y (2) плотна в Y . Из (16.9) тогда следует, что

∆2n−1
h φ1(u) = 0, u, h ∈ Y,

т.е. φ1(y) – непрерывный многочлен. Так как группа X не содержит элементов порядка 2, то X

не содержит подгруппы, топологически изоморфной T. По теореме 5.11 ν1 ∈ Γ(X). Применяя

теорему 4.6, получаем µ1 ∈ Γ(X). Рассуждая аналогично, убеждаемся, что все µj ∈ Γ(X). �

16.3. Замечание. Утверждение теоремы 16.2 неверно, если группа X содержит элементы по-

рядка 2. Чтобы доказать это, заметим, что если K – замкнутая подгруппа группы X, µ ∈ M1(X)

и σ(µ) ⊂ K, то µ̂(y + l) = µ̂(y) при y ∈ Y, l ∈ A(Y,K). Пусть G = X(2), т.е. G – замкнутая

подгруппа в X, порожденная всеми элементами порядка 2. Принимая во внимание, что по тео-

реме 1.9.5 A(Y,G) = Y (2), мы видим, что если σ(µ) ⊂ G, то µ̂(y + 2h) = µ̂(y) и следовательно,

µ̂(y+h) = µ̂(y−h) для всех y, h ∈ Y . Отсюда следует, что если ξj – независимые случайные величи-

ны, принимающие значения в подгруппе G ⊂ X и с распределениями µj , то характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 16.1(i). По лемме 16.1 условное распределение линейной

формы L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn симметрично. Очевидно,

что если G ̸= {0}, то распределения µj можно выбрать так, чтобы µj /∈ Γ(X), j = 1, 2, . . . , n.

16.4. Замечание. Если мы откажемся от условия, что характеристические функции рассмат-

риваемых распределений не обращаются в нуль, то утверждение теоремы 16.2, вообще говоря,

неверно, даже если группа X не содержит элементов порядка 2. Чтобы построить соответствую-

щий пример, рассмотрим a-адический соленоидX = Σa, где a = (2, 3, 4, . . . ). ТогдаX – группа без

кручения и Y ∼= Q. Чтобы не вводить дополнительных обозначений, будем считать, что Y = Q.

Рассмотрим произвольные невырожденные распределения λ1, λ2 ∈ M1(T) такие, что σ(λ1) ⊂
Z(2), σ(λ2) ⊂ Z(3). Отсюда следует, что

λ̂1(u± 2v) = λ̂1(u), λ̂2(u± 3v) = λ̂2(u), u, v ∈ Z. (16.10)

Рассмотрим на группе Q функции fj(y) вида

fj(y) =

λ̂j(y), если y ∈ Z,

0, если y /∈ Z.
(16.11)

Поскольку λ̂j(y) – положительно определенные функции на группе Z, по теореме 2.12 fj(y) – по-

ложительно определенные функции на группе Q. По теореме Бохнера существуют распределения

µj ∈ M1(X) такие, что µ̂j(y) = fj(y), j = 1, 2. Очевидно, что µj /∈ Γ(X), j = 1, 2.

Проверим, что характеристические функции fj(y) удовлетворяют уравнению

f1(u+ 2v)f2(u+ 3v) = f1(u− 2v)f2(u− 3v), u, v ∈ Q. (16.12)

Если u, v ∈ Z, то из (16.10) и (16.11) следует, что уравнение (16.12) превращается в равенство.

Если u /∈ Z, v ∈ Z, то u± 2v /∈ Z и обе части уравнения (16.12) обращаются в нуль. Если v /∈ Z,

то обе части уравнения (16.12) обращаются в нуль. Действительно, ели левая часть уравнения
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(16.12) отлична от нуля, то u+2v, u+3v ∈ Z. Отсюда следует, что v ∈ Z, вопреки предположению.

Аналогичное рассуждение доказывает, что и правая часть уравнения (16.12) равна нулю. Таким

образом, характеристические функции fj(y) удовлетворяют уравнению (16.12).

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределе-

ниями µ1 и µ2. Из 1.14(d) вытекает, что умножение на любое ненулевое целое число есть тополо-

гический автоморфизм группы X = Σa. Чтобы закончить рассуждение, заметим, что по лемме

16.1 условное распределение линейной формы L2 = 2ξ1 + 3ξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2

симметрично.

Предположим, что группа X содержит элементы порядка 2. Как отмечено в замечании 16.3,

тогда теорема 16.2 неверна. Поэтому для таких групп X возникает естественная задача описа-

ния возможных распределений независимых случайных величин ξj , имеющих не обращающиеся

в нуль характеристические функции, в предположении, что условное распределение линейной

формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn симметрично. Мы

решим сейчас эту задачу для двух независимых случайных величин, принимающих значения в

двумерном торе T2. Нам понадобятся следующие леммы.

16.5. Лемма. Пусть ε =

(
a b

c d

)
∈ Aut(Z2). Предположим, что |det ε| = | det(I ± ε)| = 1.

Рассмотрим уравнение

(i) A+Bε = 0,

где A = (aij)
2
i,j=1 и B = (bij)

2
i,j=1 — симметричные неотрицательно определенные матрицы.

Тогда

A = σ

(
t20 t0

t0 1

)
, B = kA,

где σ ≥ 0, t0 =
a− d−

√
5

2b
, k =

√
5 + a+ d

2
.

Доказательство. Полное описание решений уравнения (i) дано в лемме 11.2. Из | det ε| =
| det(I ± ε)| = 1 следует, что det ε = −1 и |a + d| = 1. Мы находимся в условиях пункта 2A

доказательства леммы 11.2. Искомое представление получаем из описания решений уравнения

(i), приведенных в п. 2.A. �

16.6. Лемма. Пусть X = Rm × G, где m ≥ 1, а группа G такова, что все ее ненулевые

элементы имеют порядок 2. Предположим, что µ ∈ M1(X), µ = λ∗ω, где λ ∈ Γ(Rm), ω ∈ M1(G)

и характеристическая функция распределения ω не обращается в нуль. Тогда любой делитель

µ1 распределения µ представим в виде µ1 = ϖ ∗ ρ, где ϖ ∈ Γ(Rm) и ρ ∈ M1(G)

Доказательство. Мы ограничимся доказательством леммы для случаяm = 1. Общий случай

рассматривается аналогично. Обозначим H = G∗. Тогда по теореме 1.7.1 Y ∼= R ×H. Элементы

группы Y будем обозначать через (s, h), s ∈ R, h ∈ H. Не ограничивая общности можно предпо-

лагать, что λ̂(s) = exp{−σs2}. Заметим, что характеристическая функция любого распределения

на группе G принимает лишь вещественные значения. Поэтому характеристическая функция

ω̂(h) может быть представлена в виде ω̂(h) = exp{−d(h)+ iπk(h)}, h ∈ H, где d(h) ≥ 0, k(h) ∈ Z.
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Мы имеем в силу 2.7(c)

µ̂(s, h) = exp{−σs2 − d(h) + iπk(h)}, (s, h) ∈ Y.

Пусть µ1 делитель µ, т.е. µ = µ1 ∗ µ2, где µj ∈ M1(X), j = 1, 2. Из 2.7(c) следует, что

µ̂(s, h) = µ̂1(s, h)µ̂2(s, h), (s, h) ∈ Y. (16.13)

Поскольку µ̂(s, 0) – целая функция, то и µ̂j(s, 0) – также целые функции (см. [12, теорема 6.2.1]).

По предложению 2.20 функции µ̂j(s, h) при каждом фиксированном h ∈ H также являются

целыми функциями, и равенство (16.13) справедливо при любых s ∈ C, h ∈ H. Следовательно,

мы можем представить функцию µ̂1(s, h) в виде

µ̂1(s, h) = exp{f(s, h)}, s ∈ C, h ∈ H,

где ветвь целой функции log µ̂1(s, h) выбрана таким образом, чтобы f(s, h) = f(−s, h). Полагая

в (16.13) h = 0 и применяя теорему Крамера, мы получаем

µ̂1(s, 0) = exp{−as2 + ibs}, (16.14)

где 0 ≤ a ≤ σ, b ∈ R. Заметим, что

max
|s| ≤ r, h ∈ H

|µ̂1(s, h)| = max
|s| ≤ r

|µ̂1(s, 0)| = exp{ar2 + |b|r}.

Следовательно, Re f(s, h) = O(r2), а это значит, что f(s, h) – многочлен степени ≤ 2. Мы имеем

µ̂1(s, h) = exp{a(h)s2 + b(h)s+ c(h)}. (16.15)

Заметим, что если ϱ ∈ M1(X) – произвольное распределение такое, что для каждого фикси-

рованного h ∈ H его характеристическая функция ϱ̂(s, h) – целая функция, то функция

gs(h; ϱ) =
ϱ̂(is, h)

ϱ̂(is, 0)
(16.16)

при каждом фиксированном s ∈ R является характеристической функцией некоторого распреде-

ления на G. Из (16.13) и (16.16) следует, что

gs(h;µ) = gs(h;µ1)gs(h;µ2).

Очевидно, что gs(h;µ) = ω̂(h). Таким образом, gs(h;µ1) = ω̂s(h), где ωs – делитель ω. Характери-

стическая функция ω̂s(h) может быть записана в виде

ω̂s(h) = exp{−ds(h) + iπks(h)}, (16.17)

где ds(h) ≥ 0, ks(h) ∈ Z. Из (16.16) следует, что функции ds(h) и ks(h) непрерывно зависят от s.

Поскольку функция ks(h) принимает лишь целые значения, то мы имеем ks(h) = k0(h). Поэтому

из (16.17) получаем

ω̂s(h) = exp{−ds(h) + iπk0(h)}. (16.18)

Из того, что ωs – делитель ω, вытекает

0 ≤ ds(h) ≤ d(h). (16.19)
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Из (16.16) следует, что

µ̂1(is, h) = gs(h;µ1)µ̂1(is, 0). (16.20)

Учитывая (16.14) и (16.18), из (16.20), получаем

µ̂1(is, h) = exp{as2 − bs− ds(h) + iπk0(h)}. (16.21)

Из (16.15) и (16.21) находим

−a(h)s2 + ib(h)s+ c(h) = as2 − bs− ds(h) + iπk0(h) + 2πin(s, h), (16.22)

где n(s, h) ∈ Z. Поскольку функция n(s, h) принимает лишь целые значения и непрерывно зависит

от s, мы получаем n(s, h) = n(h). Так как функция ds(h), как функция от s, в силу (16.19)

ограничена, из (16.22) следует, что

a(h) = −a, b(h) = ib. (16.23)

Из (16.15) вытекает, что µ̂1(0, h) = exp{c(h)}. В результате из (16.23), (16.14) и (16.15) получаем

µ̂1(s, h) = µ̂1(s, 0)µ̂1(0, h).

Рассмотрим распределение ϖ ∈ Γ(R) с характеристической функцией ϖ̂(s, h) = µ̂1(s, 0) и рас-

пределение ρ ∈ M1(G) с характеристической функцией ρ̂(s, h) = µ̂1(0, h). Поскольку µ̂1(s, h) =

ϖ̂(s, h)ρ̂(s, h), то из 2.7(b) и 2.7(c) заключаем µ1 = ϖ ∗ ρ. �

16.7. Пусть X = T2. Элементы группы X будем обозначать через x = (z, w), z, w ∈ T. Мы

имеем Y ∼= Z2. Элементы группы Y будем обозначать через y = (m,n), m, n ∈ Z. Напомним,

что согласно 1.14(e), каждый автоморфизм δ ∈ Aut(T2) определяется целочисленной матрицей

δ ←→

(
a b

c d

)
, где |ad− bc| = 1, и δ действует на T2 следующим образом

δ(z, w) = (zawc, zbwd), (z, w) ∈ T2.

Сопряженный автоморфизм ε = δ̃ ∈ Aut(Z2) имеет вид

ε(m,n) = (am+ bn, cm+ dn), (m,n) ∈ Z2.

Мы будем отождествлять автоморфизмы δ и ε с матрицей

(
a b

c d

)
.

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределе-

ниями µ1 и µ2. Пусть αj , βj ∈ Aut(X). Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , легко

видеть, что изучение возможных распределений µj при условии, что условное распределение ли-

нейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симметрично, сводится к

случаю, когда L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2, где δ ∈ Aut(X).
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16.8. Теорема. Пусть X = T2. Пусть G – подгруппа в X, порожденная всеми элементами

порядка 2. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие

распределения µ1 и µ2 с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Пусть

автоморфизм δ ∈ Aut(X) удовлетворяет условию: I ± δ ∈ Aut(X). Предположим, что условное

распределение линейной формы L2 = ξ1+δξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ξ2 симметрично. Тогда

µj = γj ∗ ρj, где γj ∈ Γ(X), σ(ρj) ⊂ G, j = 1, 2. При этом распределения γj сосредоточены на

классах смежности одной и той же плотной в X однопараметрической подгруппе.

Доказательство. Пусть автоморфизму δ соответствует матрица δ =

(
a b

c d

)
. Обозначим

ε = δ̃. По лемме 16.1 из симметрии условного распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2

при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 следует, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют

уравнению 16.1(i), которое принимает вид

µ̂1(u+ v)µ̂2(u+ εv) = µ̂1(u− v)µ̂2(u− εv), u, v ∈ Y. (16.24)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.24). Положим φj(y) =

− log ν̂j(y). Тогда функции φj(y) удовлетворяют уравнению

φ1(u+ v) + φ2(u+ εv)− φ1(u− v)− φ2(u− εv) = 0, u, v ∈ Y. (16.25)

Решая уравнение (16.25) методом конечных разностей, аналогично тому, как мы делали при

доказательстве теоремы 16.2, мы приходим для функции φ1(y) к уравнению (16.9). Учитывая,

что n = 2, мы получаем, что функция φ1(y) удовлетворяет уравнению 12.4(i).

Положим H0 = Y (2). Пусть

Y = H0 ∪H1 ∪H2 ∪H3,

где H1 = (1, 0)+H0, H2 = (0, 1)+H0, H3 = (1, 1)+H0 – разложение группы Y по подгруппе H0.

Из леммы 12.4 вытекает, что

φ1(y) = ⟨Ay, y⟩+ rj , y ∈ Hj , j = 0, 1, 2, 3, (16.26)

где r0 = 0. Аналогичное представление справедливо и для функции φ2(y)

φ2(y) = ⟨By, y⟩+ r′j , y ∈ Hj , j = 0, 1, 2, 3, (16.27)

где r′0 = 0. Подставляя (16.26) и (16.27) в (16.25) и беря u, v ∈ H0, получаем, что матрицы A и B

удовлетворяют уравнению

A+Bε = 0.

Применяя лемму 16.5, мы находим

A = σ

(
t20 t0

t0 1

)
, B = kA,

где σ ≥ 0, t0 =
a− d−

√
5

2b
, k =

√
5 + a+ d

2
. Отсюда вытекает представление

⟨Ay, y⟩ = ⟨A(m,n), (m,n)⟩ = σ(t0m+ n)2, y = (m,n) ∈ Y. (16.28)
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Из (16.26) и (16.28) следует, что

ν̂1(y) = ν̂1(m,n) = exp{−σ(t0m+ n)2 − rj}, y = (m,n) ∈ Hj , j = 0, 1, 2, 3. (16.29)

Рассмотрим на группе Y функцию

g(y) = g(m,n) = exp{−rj}, y = (m,n) ∈ Hj , j = 0, 1, 2, 3.

Эта функция принимает постоянные значения на каждом классе смежности Hj . Отсюда следует,

что существует такой заряд ω на группе X с носителем в A(X,H0), что

ω̂(y) = g(y), y ∈ Y. (16.30)

Поскольку H0 = Y (2), то по теореме 1.9.5 A(X,H0) = X(2) = G. Очевидно, что G ∼= (Z(2))2.
Обозначим через γ гауссовское распределение на группе X с характеристической функцией

γ̂(y) = γ̂(m,n) = exp{−σ(t0m+ n)2}, y = (m,n) ∈ Y. (16.31)

Из (16.29)–(16.31) следует, что

ν̂1(y) = γ̂(y)ω̂(y), y ∈ Y.

Из 2.7(b) и 2.7(c) вытекает, что ν1 = γ ∗ ω. Мы проверим, что на самом деле заряд ω является

распределением.

Рассмотрим гауссовское распределение λ на группе R с характеристической функцией λ̂(s) =

exp{−σs2}. Обозначим через τ : Y 7→ R гомоморфизм τ(m,n) = t0m + n. Пусть p = τ̃ : R → X

– сопряженный гомоморфизм. Из предложения 2.10 и 2.7(b) следует, что γ = p(λ). Поскольку t0
– иррациональное число, подгруппа τ(Y ) плотна в R. Из 1.13(b) тогда вытекает, что p – моно-

морфизм. Кроме того, поскольку τ – мономорфизм, то из 1.13(b) вытекает также, что образ p(R)
плотен в X. Обозначим через ζj , j = 0, 1, 2, 3, элементы группы G. Тогда

ω =

3∑
j=0

ajEζj ,

где aj ∈ R. Мы имеем

ν1 = γ ∗ ω =

3∑
j=0

aj(γ ∗ Eζj ). (16.32)

Распределение γ ∗Eζj сосредоточено на борелевском множестве p(R)ζj , а множества p(R)ζj , оче-

видно, попарно не пересекаются. Поскольку ν1 ∈ M1(X), то из (16.32) следует, что все aj ≥ 0, т.е.

ω ∈ M1(X).

Докажем теперь, что распределение µ1 имеет требуемое представление. Очевидно, что p(R)∩
G = {0}. Продолжим p до мономорфизма p̂ : R×G 7→ X, полагая p̂(t, ζj) = p(t)ζj , (t, ζj) ∈ R×G.
По следствию 2.5 мономорфизм p̂ порождает изоморфизм полугрупп M1(R×G) и M1(p(R)×G).
Пусть υ = λ ∗ ω ∈ M1(R × G). Следовательно, p̂(υ) = p(λ) ∗ ω = γ ∗ ω = ν1. Очевидно, что

распределение ν1 сосредоточено на борелевской подгруппе p(R)×G в X. Принимая во внимание,

что µ1 – делитель ν1, по предложению 2.2 мы можем заменить распределение µ1 его сдвигом µ′1

так, чтобы распределение µ′1 было также сосредоточено на подгруппе p(R) × G и ν1 = µ′1 ∗ µ̄′1.
Отсюда следует, что υ = p̂−1(ν1) = p̂−1(µ′1) ∗ p̂−1(µ̄′1). Обозначим υ1 = p̂−1(µ1). Тогда υ1 ∈
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M1(R×G). По лемме 16.6 распределение υ1, как делитель υ, имеет вид υ1 = ϖ∗ρ, гдеϖ ∈ Γ(R), ρ ∈
M1(G). Отсюда следует, что µ′1 = p̂(υ1) = p(ϖ) ∗ ρ = γ1 ∗ ρ, где γ1 = p(ϖ) ∈ Γ(X). Отсюда следует

требуемое представление и для распределения µ1. Для распределения µ2 рассуждаем аналогично.

�

16.9. Замечание. Пусть X = T2. Отметим, что на группе X не существует трех автомор-

физмов δj ∈ Aut(X), j = 1, 2, 3, таких, что δi ± δj ∈ Aut(X) при i ̸= j. Действительно, не

ограничивая общности, можно считать, что δ1 = I, δ2 =

(
a b

c d

)
, δ3 =

(
a′ b′

c′ d′

)
. Как отмечено

при доказательстве леммы 16.5, если | det δj | = |det(I ± δj)| = 1 при j = 2, 3, то ad − bc = −1
и a′d′ − b′c′ = −1. С другой стороны, поскольку δ2 ± δ3 ∈ Aut(X), то | det(δ2 ± δ3)| = 1. От-

сюда следует, что |2 + k| = |2 − k| = 1, где k = ad′ + da′ − bc′ − cb′, что невозможно. Поэтому

теорему 16.8 можно формулировать, как утверждение об n независимых случайных величинах

ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, принимающих значения в двумерном торе X = T2, где автоморфизмы

αj , βj ∈ Aut(X) удовлетворяют условию: βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Из замечания

вытекает, что тогда n = 2.

16.10. Замечание. Пусть X = T2. Теорема 16.8 неверна, если характеристические функции

рассматриваемых распределений могут обращаться в нуль. Чтобы доказать это, рассмотрим ав-

томорфизм δ ∈ Aut(X) вида

δ =

(
1 1

1 0

)
.

Тогда I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим K = X(4). Тогда K ∼= (Z(4))2. Обозначим через

(e
πim
2 , e

πin
2 ), m, n ∈ {0, 1, 2, 3} элементы K. Автоморфизм δ действует на K следующим образом

δ(e
πim
2 , e

πin
2 ) = (e

πi(m+n)
2 , e

πim
2 ).

Рассмотрим подгруппы в K вида

K1 = {(1, 1), (1,−1)}, K2 = {(1, 1), (−1,−1)},

F = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1), (i, 1), (−i, 1), (i,−1), (−i,−1)}.

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями

µ1 = amK1+(1−a)mF и µ2 = amK2+(1−a)mF , где 0 < a < 1. Обозначим ε = δ̃. Как будет доказано

ниже (лемма 17.11), характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24). По

лемме 16.1 условное распределение линейной формы L2 = ξ1+δξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ξ2

симметрично. С другой стороны, очевидно, что распределения µj не могут быть представлены в

виде µj = γj ∗ ρj , где γj ∈ Γ(X), ρj ∈ M1(G).

Перейдем теперь к описанию возможных распределений независимых случайных величин ξj ,

имеющих не обращающиеся в нуль характеристические функции, в предположении, что условное

распределение линейной формы L2 = β1ξ1+ · · ·+βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn

симметрично, для групп, не содержащих подгруппы, топологически изоморфной T. Оказывается,

что ответ здесь такой же, как и в теореме 16.8. Нам понадобятся следующие леммы.
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16.11. Лемма. Пусть n – натуральное число, а группа X удовлетворяет условию X(n) = cX .

Тогда

X = cX × X̃,

где X̃ – подгруппа в X такая, что X̃(n) = {0}.
Доказательство. Предположим вначале, что группа X компактна. Тогда по теореме 1.6.1 Y

– дискретная группа. Обозначим L = X/cX . Из условия леммы вытекает, что L(n) = {0}. Тогда

и (L∗)(n) = {0}. Принимая во внимание, что по теоремам 1.9.2 и 1.9.3 L∗ ∼= A(Y, cX) = bY , мы

получаем, что bY – ограниченная подгруппа в Y . Поскольку bY – сервантная подгруппа в Y , то

по теореме Куликова (см. [79, §27]) bY – прямой сомножитель в Y , т.е.

Y = D × bY , (16.33)

где D ∼= Y/bY . Снова применяя теоремы 1.9.2 и 1.9.3, получаем D∗ ∼= (Y/bY )
∗ ∼= A(X, bY ) = cX .

Из (16.33) по теореме 1.7.1 тогда следует, что X = cX×X̃, где X̃ ∼= (bY )
∗. Поскольку (bY )

(n) = {0},
то и X̃(n) = {0}. Таким образом, утверждение леммы доказано для компактной группы X.

Пусть X – произвольная локально компактная абелева группа. По теореме 1.11.1 X ∼= Rm×G,

где m ≥ 0, а группа G содержит компактную открытую подгруппу. Чтобы не вводить дополни-

тельных обозначений, будем считать, что X = Rm × G. Отсюда вытекает, что cX = Rm × cG.

Пусть K – компактная открытая подгруппа в G. Очевидно, что cK = cG и K(n) = cK . Как было

доказано выше, K = cK × K̃, где K̃(n) = {0}. Пусть π – непрерывный гомоморфизм π : K → cK

такой, что ограничение π на cK – тождественный автоморфизм. Поскольку группа cK делима,

то гомоморфизм π может быть продолжен до гомоморфизма π̂ : G 7→ cK = cG (см. [85, §A.7]).

Принимая во внимание, что гомоморфизм π̂ непрерывен на открытой подгруппе K, мы заклю-

чаем, что гомоморфизм π̂ непрерывен на G, а тогда G = cG × G̃ ([85, §6.22]). Следовательно,

X = Rm × cG × G̃ = cX × X̃. �

16.12. Предложение. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины

со значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися в нуль характери-

стическими функциями. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X такие, что

βiα
−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Предположим, что условное распределение линейной

формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn симметрично. Тогда

существуют элементы x′j ∈ X, j = 1, 2, . . . , n такие, что условное распределение линейной

формы L′
2 = β1ξ

′
1 + · · · + βnξ

′
n при фиксированной L′

1 = α1ξ
′
1 + · · · + αnξ

′
n, где ξ′j = ξj − x′j, сим-

метрично, а носители распределений µ′j всех случайных величин ξ′j содержатся в подгруппе

{x ∈ X : 2x ∈ cX}.
Доказательство. Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , мы редуцируем дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + · · · + ξn и

L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). Условие βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j переходит

в условие: δi ± δj ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. По лемме 16.1 из симметрии условного распределение

линейной формы L2 = δ1ξ1 + · · ·+ δnξn при фиксированной L1 = ξ1 + · · ·+ ξn следует, что харак-

теристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.2). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c)

и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции

ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.2).
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Положим ψj(y) = − log ν̂j(y). Как установлено при доказательстве теоремы 16.2, каждая

из функций ψj(y) удовлетворяют уравнению (16.9). Отсюда следует, что каждая из функций

ψj(y) – непрерывный многочлен на подгруппе Y (2). В частности, каждая из функций ψj(y)

– непрерывный многочлен на подгруппе b
Y (2) . По предложению 5.7 ψj(y) = ψj(0) = 0 при

y ∈ b
Y (2) , j = 1, 2, . . . , n. Следовательно, для всех характеристических функций ν̂j(y) выполне-

но ν̂j(y) = 1 при y ∈ b
Y (2) . Отсюда по предложению 2.13 σ(νj) ⊂ A(X, b

Y (2)), j = 1, 2, . . . , n.

Обозначим K = A(X, b
Y (2)). Заметим, что по теореме 1.9.3 cX = A(X, bY ). Следовательно,

мы имеем K = {x ∈ X : (x, 2y) = 1 для всех y ∈ bY } = {x ∈ X : (2x, y) = 1 для всех

y ∈ bY } = {x ∈ X : 2x ∈ cX}. Поскольку |µ̂j(y)| = 1 при y ∈ b
Y (2) , то из 2.7(e) следует, что

существуют элементы xj ∈ X такие, что µ̂j(y) = (xj , y), j = 1, 2, . . . , n, при y ∈ b
Y (2) . Положим

x̃1 = −δ−1
1

n∑
j=2

δjxj , x̃j = xj , j = 2, 3, . . . , n.

Поскольку
∑n

j=1 δj x̃j = 0, то функции fj(y) = (x̃j , y) удовлетворяют уравнению (16.2) на группе

Y . Положим λ̂j(y) = µ̂j(y)(x̃j , y), j = 1, 2, . . . , n. Очевидно, что характеристические функции

λ̂j(y) обладают следующими свойствами:

(i) характеристические функции λ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.2) на группе Y ;

(ii) при j = 2, 3, . . . , n выполнено λ̂j(y) = 1 при y ∈ b
Y (2) , а значит, σ(λj) ⊂ K в силу предло-

жения 2.13;

(iii) λ̂1(y) = (c, y), где c = x1 − x̃1, при y ∈ b
Y (2) .

Поскольку b
Y (2) – характеристическая подгруппа группы Y , из (i) и (ii) следует, что ограни-

чение уравнения (16.2) на подгруппу b
Y (2) принимает вид

λ̂1(u+ δ̃1v) = λ̂1(u− δ̃1v), u, v ∈ b
Y (2) .

Полагая здесь u = δ̃1v, мы видим, что λ̂1(y) = 1 при y ∈ b
Y (4) . В силу предложения 2.13 отсюда

следует, что

σ(λ1) ⊂ A(X, bY (4)) = {x ∈ X : 4x ∈ cX}. (16.34)

Обозначим F = A(X, b
Y (4)). Заметим, что K ⊂ F , и F – характеристическая подгруппа группы

X. Поэтому, учитывая лемму 16.1, (i), (ii) и (16.34), мы можем предполагать с самого начала,

что группа X удовлетворяет условию X(4) = cX . По лемме 16.11 X = cX × X̃, где X̃(4) = {0}.
Представим элемент c в виде c = a+b, где a ∈ cX , b ∈ X̃. Тогда (c, y) = (b, y) при y ∈ bY . Положим

g1(y) = (b, y), gj(y) = 1, y ∈ Y, j = 2, 3, . . . , n, и ξ′j = ξj−x′j , где x′1 = x̃1+b, x′j = xj , j = 2, 3, . . . , n.

Пусть µ′j – распределения случайных величин ξ′j . Тогда µ̂′j(y) = λ̂j(y)gj(y), j = 1, 2, . . . , n. Из

(iii) вытекает, что µ̂′1(y) = 1 при y ∈ b
Y (2) . Кроме того µ̂′j(y) = 1 при y ∈ b

Y (2) , j = 2, 3, . . . , n, и

следовательно, в силу предложения 2.13 σ(µ′j) ⊂ A(X, bY (2)) = K, j = 1, 2, . . . , n.

Проверим теперь, что условное распределение линейной формы L′
2 = β1ξ

′
1 + · · · + βnξ

′
n при

фиксированной L′
1 = α1ξ

′
1+ · · ·+αnξ

′
n симметрично. Так как µ̂′j(y) = 1 при y ∈ b

Y (2) j = 1, 2, . . . , n,

то в силу предложения 2.13 выполнено µ̂′j(y + h) = µ̂′j(y) при любых y ∈ bY , h ∈ bY (2) . Значит

µ̂′j(y + h) = µ̂′j(y) при любых y ∈ bY , h ∈ (bY )
(2). Отсюда следует, что характеристические

функции µ̂′j(y) удовлетворяют уравнению (16.2) на подгруппе bY . Принимая во внимание, что

характеристические функции λj(y) также удовлетворяют уравнению (16.2) на подгруппе bY , мы
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делаем вывод, что функции gj(y) также удовлетворяют уравнению (16.2) на подгруппе bY . Отсюда

вытекает, что

(b, u+ δ̃1v) = (b, u− δ̃1v), u, v ∈ bY . (16.35)

Из (16.35) вытекает, что 2b ∈ cX , а значит 2b = 0. Поэтому выполнено

2

n∑
j=1

δjx
′
j = 0.

Это влечет, что характеристические функции µ̂′j(y) удовлетворяют уравнению (16.2) на группе Y .

По лемме 16.1 отсюда вытекает, что условное распределение линейной формы L′
2 = β1ξ

′
1+· · ·+βnξ′n

при фиксированной L′
1 = α1ξ

′
1 + · · ·+ αnξ

′
n симметрично. �

16.13. Замечание (ср. с замечанием 10.6). Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые

случайные величины со значениями в группе X, имеющие распределения µj с необращающимися

в нуль характеристическими функциями. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы

X такие, что βiα−1
i ±βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Предположим, что условное распределение

линейной формы L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn симметрично.

Принимая во внимание, что K = {x ∈ X : 2x ∈ cX} – характеристическая подгруппа группы

X, из предложения 16.12 вытекает, что изучая возможные распределения µj , не ограничивая

общности, можно предполагать, что группа X такова, что X(2) = cX .

16.14. Теорема. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T. Пусть G – подгруппа в X, порожденная всеми элементами порядка 2. Пусть ξj , j =

1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе X, имеющие

распределения µj с необращающимися в нуль характеристическими функциями. Пусть αj , βj

– топологические автоморфизмы группы X такие, что βiα
−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех

i ̸= j. Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной

L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn симметрично, то все распределения µj = γj ∗ρj, где γj ∈ Γ(X), σ(ρj) ⊂ G.

Доказательство. Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , мы редуцируем дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + · · · + ξn и

L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). Условие βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j переходит

в условие: δi ± δj ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. По лемме 16.1 из симметрии условного распределение

линейной формы L2 = δ1ξ1 + · · ·+ δnξn при фиксированной L1 = ξ1 + · · ·+ ξn следует, что харак-

теристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.2). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c)

и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 > 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические функции

ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.2). Положим ψj(y) = − log ν̂j(y). Как установлено при

доказательстве теоремы 16.2, каждая из функций ψj(y) удовлетворяют уравнению (16.9). Отсюда

следует, что каждая из функций ψj(y) – непрерывный многочлен на подгруппе Y (2).

Мы докажем вначале, что каждое из распределений νj представимо в виде свертки гауссов-

ского распределения и распределения с носителем в G. Учитывая замечание 16.13, мы можем

предполагать, что группа X обладает свойством:

X(2) = cX , (16.36)
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т.е. отображение π : X 7→ cX , πx = 2x – эпиморфизм, Ker π = G и cX ∼= X/G. Из теорем 1.9.2 и

1.9.5 следует, что

(cX)∗ ∼= A(Y,G) = Y (2). (16.37)

Будем предполагать, что cX ̸= {0}, поскольку в противном случае утверждение теоремы вытека-

ет из леммы 16.12. Принимая во внимание, что группа cX не содержит подгруппы, топологически

изоморфной T, и (16.37), мы можем применить теорему 5.13 к ограничению функции exp{−ψj(y)}
на подгруппу Y (2). Мы получаем, что это ограничение – характеристическая функция некото-

рого гауссовского распределения. Отсюда следует, что ограничение функции ψj(y) на подгруппу

Y (2) удовлетворяет уравнению 2.16(ii). Если ψj(y) = 0 при y ∈ Y (2), то по предложению 2.13

σ(νj) ⊂ A(X,Y (2)) = G, и утверждение теоремы вытекает из предложения 2.2. Поэтому будем

предполагать, что ψj(y) ̸≡ 0 на Y (2). А это значит, что ограничение функции ψj(y) на подгруппу

Y (2) – непрерывный многочлен степени 2. Следовательно, для любого фиксированного k ∈ Y

ограничение функции ∆2kψj(y) на подгруппу Y (2) – непрерывный многочлен степени 1. С другой

стороны, из (16.9) следует, что функция ∆2kψj(y) – непрерывный многочлен на Y. Из теоремы

5.5 тогда следует, что ∆2kψj(y) – непрерывный многочлен степени 1 на Y . Таким образом, функ-

ция ψj(y) удовлетворяет уравнению 12.4(i). Применяя лемму 12.4, мы получаем представление

12.4(ii) для функции ψj(y).

Дальнейшее рассуждение мы проведем для фиксированной функции ψj(y). Поэтому, хотя

в представлении 12.4(ii) функции φ(y) и rα зависят от ψj(y), мы не будем отражать этого в

обозначениях. Другими словами, мы будем считать, что

ψj(y) = φ(y) + rα, y ∈ yα + Y (2).

Пусть γ – гауссовское распределение на группе X с характеристической функцией

γ̂(y) = exp{−φ(y)}, y ∈ Y. (16.38)

Рассмотрим на группе Y функцию

g(y) = exp{−rα}, y ∈ yα + Y (2). (16.39)

Поскольку g(y) = ν̂j(y)/γ̂(y), то функция g(y) непрерывна. Заметим также, что функция g(y)

инвариантна относительно подгруппы Y (2). Проверим, что g(y) – положительно определенная

функция. Для этого возьмем произвольные элементы t1, . . . , tn ∈ Y такие, что tj ∈ yαj + Y (2) и

проверим, что для произвольных чисел z1, . . . , zn ∈ C выполнено неравенство

n∑
i,j=1

g(ti − tj)ziz̄j ≥ 0. (16.40)

Рассмотрим подгруппу H в Y , порожденную классами смежности yαj + Y (2), j = 1, . . . , n. Из

теорем 1.9.2 и 1.9.5 вытекает, что Y/Y (2) ∼= (A(X,Y (2)))∗ = G∗. Отсюда следует, что H состоит из

конечного числа классов смежности. Обозначим K = H∗, L = A(X,H). Тогда по теореме 1.9.2

K ∼= X/L. Кроме того, L ⊂ G. Рассмотрим ограничение функции g(y) на H. Это ограничение

инвариантно относительно подгруппы Y (2) и поэтому определяет некоторую функцию на фактор-

группе H/Y (2). Заметим, что фактор-группа H/Y (2) конечна, и все ее ненулевые элементы имеют
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порядок 2. Отсюда следует, что любая вещественнозначная функция на фактор-группе H/Y (2)

является характеристической функцией некоторого заряда. В частности, ограничение функции

g(y) на H является характеристической функцией некоторого заряда β. Поскольку по теореме

1.9.2 (H/Y (2))∗ ∼= A(K, Y (2)), то β можно рассматривать, как заряд на конечной подгруппе

F = A(K, Y (2)). Из 12.4(ii), (16.38) и (16.39) следует, что ограничение функции ν̂j(y) на H

является характеристической функцией свертки некоторого гауссовского распределения α на K

и заряда β на F . Мы проверим, что β является распределением, и тем самым, (16.40) будет

доказано.

Так как cX ∼= X/G, то cX ∼= (X/L)/(G/L) ∼= K/(G/L). Отсюда следует, что поскольку груп-

па cX не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то группа K также не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T. Пусть либо E = Rl, где l – натуральное число, либо

E = Rℵ0 . По лемме 4.7, примененной к группе K, существует симметричное гауссовское распре-

деление µ на E и непрерывный мономорфизм p : E 7→ K такой, что α = p(µ). Значит, гауссовское

распределение α сосредоточено на борелевской подгруппе p(E) группы K. Заметим, что все нену-

левые элементы подгруппы F имеют порядок 2, а следовательно,

p(E)
∩
F = {0}. (16.41)

Поскольку свертка α∗β – распределение, то в силу (16.41) β – также распределение. Мы доказали

таким образом, что g(y) – непрерывная положительно определенная функция. По теореме Бохне-

ра существует распределение ω ∈M1(X) такое, что ω̂(y) = g(y). Поскольку g(y) = 1 при y ∈ Y (2),

то по предложению 2.13 отсюда следует, что σ(ω) ⊂ A(X,Y (2)) = G. Поскольку ν̂j(y) = γ̂(y)g(y),

то в силу 2.7(b) и 2.7(c)

νj = γ ∗ ω,

где γ ∈ Γ(X), σ(ω) ⊂ G.
Докажем теперь, что распределение µj имеет требуемое представление. Поскольку груп-

па X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T, то по следствию 4.7 существуют

непрерывный мономорфизм p : E 7→ X, где либо E = Rl, где l – натуральное число, либо

E = Rℵ0 , и симметричное гауссовское распределение λ на E такие, что γ = p(λ). Поскольку

p(E)
∩
G = {0}, мономорфизм p может быть продолжен до мономорфизма p̂ : E × G 7→ X по

формуле p̂(t, ζ) = p(t)+ζ, t ∈ E, ζ ∈ G. По следствию 2.5 мономорфизм p̂ порождает изоморфизм

полугрупп M1(E ×G) и M1(p(E) +G). Пусть υ = λ ∗ ω ∈ M1(E ×G). Тогда p̂(υ) = νj , и следова-

тельно распределение νj сосредоточено на борелевской подгруппе p(E)+G в X. Заключительная

часть доказательства аналогична заключительной части доказательства теоремы 16.8. �

16.15. Замечание. Поскольку группа X, не содержащая элементов порядка 2, не содержит

подгруппы, топологически изоморфной T, то теорема 16.2 вытекает из теоремы 16.14.

Отметим, что следующий результат вытекает из леммы 12.4 и доказательства теоремы 16.14.

16.16. Предложение. Пусть группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T. Пусть G – подгруппа в X, порожденная всеми элементами порядка 2. Пусть µ ∈M1(X), ν =
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µ ∗ µ̄, и характеристическая функция распределения ν представима в виде

ν̂(y) = exp{−ψ(y)},

где функция ψ(y) удовлетворяет уравнению

∆2k∆
m
h ψ(y) = 0, y, k, h ∈ Y.

Тогда µ = γ ∗ ρ, где γ ∈ Γ(X), и σ(ρ) ⊂ G.

Это предложение можно рассматривать, как еще один групповой аналог теоремы Марцинке-

вича (ср. с теоремой 5.11).

§17. Теорема Хейде на конечных и дискретных абелевых группах

В этом параграфе мы продолжим изучение групповых аналогов теоремы Хейде. Пусть X – счет-

ная дискретная абелева группа. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные вели-

чины со значениями в группе X и с распределениями µj . Пусть αj , βj – автоморфизмы группы

X, удовлетворяющие условию: βiα−1
i ±βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Основное внимание будет

уделено следующей задаче. Для каких групп X из симметрии условного распределения линейной

формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn вытекает, что все µj
идемпотентные распределения? В отличие от §16, мы не будем предполагать, что характеристи-

ческие функции µ̂j(y) не обращаются в нуль. Рассмотрим вначале случай конечной группы и

двух независимых случайных величин.

17.1. Теорема. Пусть X – конечная группа, не содержащая элементов порядка 2. Пусть ξ1
и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2.

Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что β1α−1
1 ±β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если условное рас-

пределение линейной формы L2 = β1ξ1+β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1+α2ξ2 симметрично,

то µ1, µ2 ∈ I(X).

Доказательство. Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , мы редуцируем до-

казательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + ξ2 и

L2 = δ1ξ1 + δ2ξ2, где δj ∈ Aut(X). Условие β1α
−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X) переходит в условие:

δ1 ± δ2 ∈ Aut(X). Очевидно также, что можно предполагать, что линейная форма L2 имеет

вид L2 = ξ1 + δξ2, где δ, I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим ε = δ̃. По лемме 16.1 из симметрии услов-

ного распределение линейной формы L2 при фиксированной L1 следует, что характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y) и пере-

пишем уравнение (16.24), используя эти обозначения. Мы получаем

f(u+ v)g(u+ εv) = f(u− v)g(u− εv), u, v ∈ Y. (17.1)

Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что

характеристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.24). Если мы докажем,

что νj ∈ I(X), то из 2.7(b) и 2.7(e) будет следовать, что и µj ∈ I(X). Это дает нам возможность

решать уравнение (17.1) в предположении, что f(y) ≥ 0, g(y) ≥ 0, f(−y) = f(y), g(−y) = g(y).
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Мы докажем, что в этом случае f(y) = g(y) = m̂K(y), где K – некоторая подгруппа группы X.

Отсюда будет следовать утверждение теоремы.

Положим α = I + ε, β = I − ε. Из условия теоремы следует, что α, β ∈ Aut(Y ). Обозначим

κ = βα−1. Полагая в (17.1) v = −u, мы получаем

g(βu) = f(2u)g(αu), u ∈ Y,

и следовательно,

g(κu) = f(2α−1u)g(u), u ∈ Y. (17.2)

Поскольку 0 ≤ f(y) ≤ 1, 0 ≤ g(y) ≤ 1, то из (17.2) вытекает, что

g(κu) ≤ g(u), u ∈ Y.

Так как Y ∼= X, то Y – конечная группа, и ее группа автоморфизмов Aut(Y ) также конечна.

Отсюда следует, что κn = I для некоторого натурального n. Мы будем предполагать, что n

выбрано наименьшим из возможных. Мы имеем

g(y) = g(κny) ≤ · · · ≤ g(κy) ≤ g(y), y ∈ Y.

Отсюда следует, что

g(y) = g(κy) = · · · = g(κn−1y), y ∈ Y. (17.3)

Полагая в (17.1) u = −εv и принимая во внимание, что f(−y) = f(y), g(−y) = g(y), мы получаем

f(βv) = f(αv)g(2εv), v ∈ Y,

и следовательно,

f(κv) = f(v)g(2εα−1v), v ∈ Y. (17.4)

Рассуждая аналогично, мы приходим к равенству

f(y) = f(κy) = · · · = f(κn−1y), y ∈ Y. (17.5)

Таким образом, на каждой из орбит {y, κy, . . . , κn−1y} функции f(y) и g(y) принимают постоянное

значение, зависящее, вообще говоря, от y. Отметим, что при доказательстве (17.3) и (17.5) мы не

использовали того, что группа не содержит элементов порядка 2.

Обозначим

Nf = {y ∈ Y : f(y) ̸= 0}, Ef = {y ∈ Y : f(y) = 1}.

Аналогично введем обозначения Ng и Eg. Поскольку X ∼= Y и по условию X(2) = {0}, то и

Y(2) = {0}. Отсюда следует, что f2 ∈ Aut(Y ). Напомним, что для конечного множества F через

|F | мы обозначаем число элементов F . Из (17.2) и (17.3) следует, что если y ∈ Ng, то

f(2α−1y) = 1. (17.6)

Из (17.6) следует, что |Ng| ≤ |Ef |. Аналогично, из (17.4) и (17.5) получаем, что если y ∈ Nf , то

g(2εα−1y) = 1. Отсюда вытекает неравенство |Nf | ≤ |Eg|. В результате получаем

|Ng| ≤ |Ef | ≤ |Nf |, |Nf | ≤ |Eg| ≤ |Ng|.
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Отсюда следует, что

|Nf | = |Ef |, |Ng| = |Eg|. (17.7)

Из (17.7) следует, что,

Nf = Ef , Ng = Eg. (17.8)

Из того, что f2 ∈ Aut(Y ) следует, что

I + κ = f2α
−1 ∈ Aut(Y ). (17.9)

Из (17.3) и (17.8) следует, что κ(Eg) = Eg. Отсюда, учитывая (17.9), получаем

α(Eg) = Eg. (17.10)

Из (17.6) следует, что Ng = Eg ⊂ Ef . Поэтому Ef = Eg = E. Итак, мы доказали, что,

f(y) = g(y) =

1, если y ∈ E,

0, если y /∈ E.

Положим K = A(X,E). Тогда по теореме 1.9.1 E = A(Y,K) и из 2.14(i) и 2.7(b) получаем, что

µ1 = µ2 = mK . Отметим также, что так как ε = α− I, то из (17.10) следует, что ε(E) = E. �

Из доказательства теоремы 17.1 и леммы 13.3 непосредственно вытекает следующее утвер-

ждение.

17.2. Следствие. Пусть X – конечная группа, не содержащая элементов порядка 2. Пусть

ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и

µ2. Пусть δ – автоморфизм группы X такой, что I ± δ ∈ Aut(X). Если условное распределение

линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, то µj = mK ∗Exj ,

где K – некоторая подгруппа группы X, а xj ∈ X, j = 1, 2. Кроме того, δ(K) = K.

Для дальнейшего нам понадобится также следующее утверждение, вытекающее из доказа-

тельства теоремы 17.1.

17.3. Следствие. Пусть Y — конечная группа, ε – автоморфизм группы Y такой, что

I ± ε ∈ Aut(Y ). Положим κ = (I − ε)(I + ε)−1. Если характеристические функции f(y) и g(y)

удовлетворяют уравнению (17.1), то для любого y ∈ Y выполнено: |f(y)| = |f(κy)|, |g(y)| =
|g(κy)|.

17.4. Замечание. Рассуждение, проведенное в замечании 16.3, показывает, что утверждение

теоремы 17.1 неверно, если группа X содержит элементы порядка 2.

17.5. Замечание. Условие

β1α
−1
1 − β2α

−1
2 ∈ Aut(X) (17.11)

в теореме 17.1 может быть опущено. Проверим это. Будем считать, что линейные формы L1 и L2

имеют вид L1 = ξ1 + ξ2, L2 = ξ1 + δξ2. Тогда условие (17.11) переходит в условие: I − δ ∈ Aut(X),

которое равносильно условию β ∈ Aut(Y ). Предположим, что β /∈ Aut(Y ). Поскольку группа Y
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конечна, это означает, что L = Ker β ̸= {0}. Тогда при u ∈ L мы имеем εu = u и αu = 2u. Полагая

в (17.1) u = v ∈ L, получаем

f(2u)g(2u) = 1, u ∈ L. (17.12)

Так как f2 ∈ Aut(Y ), то из (17.12) тогда следует, что f(y) = g(y) = 1 при всех y ∈ L. По

предложению 2.13 функции f(y) и g(y) L-инвариантны. А значит, они индуцируют функции

f̃([y]) и g̃([y]) на фактор-группе Y/L, а именно f̃([y]) = f(y), g̃([y]) = g(y), y ∈ [y]. Автоморфизм

ε также индуцирует автоморфизм ε̂ на фактор-группе Y/L по формуле ε̂[y] = [εy], y ∈ [y]. Таким

образом, мы можем рассмотреть уравнение (17.1) на фактор-группе Y/L. Если индуцированный

автоморфизм ε̂ снова удовлетворяет условию β̂ /∈ Aut(Y/L), мы повторим эту процедуру, пока не

получим автоморфизм ε̂ для которого β̂ ∈ Aut(Y/L). После чего мы можем применить теорему

17.1 и вернуться к исходным распределениям.

Нам понадобится также следующее утверждение, относящееся к произвольным группам X.

17.6. Предложение. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные ве-

личины со значениями в группе X, имеющие распределение mK , где K – компактная подгруппа

группы X. Пусть δ – топологический автоморфизм группы X такой, что I±δ ∈ Aut(X). Тогда

следующие утверждения эквивалентны:

(i) условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2

симметрично;

(ii) γ(K) ⊃ K, где γ = (I + δ)−1(I − δ).
Доказательство. Мы сохраним обозначения, использованные при доказательстве теоремы

17.1. Положим L = A(Y,K). Заметим, что κ = γ̃.

(i)⇒ (ii). По лемме 16.1 условное распределение линейной формы L2 при фиксированной L1

симметрично тогда и только тогда, когда характеристическая функция f(y) = m̂K(y) удовлетво-

ряет уравнению (16.24), которое принимает вид

f(u+ v)f(u+ εv) = f(u− v)f(u− εv), u, v ∈ Y. (17.13)

Полагая в (17.13) u = v, получаем, что f(2u)f(αu) = f(βu), u ∈ Y . Отсюда вытекает, что

f(κu) = f(2α−1u)f(u), u ∈ Y. (17.14)

Поэтому, если κy ∈ L, то y ∈ L. Тогда по лемме 13.2 γ(K) ⊃ K, т.е. выполнено (ii).

(ii)⇒ (i). Проверим, что характеристическая функция f(y) удовлетворяет уравнению (17.13).

Пусть при некоторых u, v ∈ Y левая часть уравнения (17.13) равна 1. Отсюда следует, что

u+ v ∈ L, u+ εv ∈ L, (17.15)

и поэтому βv = (I − ε)v ∈ L. Поскольку βv = καv, то по лемме 13.2

αv = (I + ε)v ∈ L. (17.16)

Из (17.15) и (17.16) вытекает, что u − v ∈ L, u − εv ∈ L. Следовательно, правая часть урав-

нения (17.13) также равна 1. Аналогично проверяем, что если правая часть уравнения (17.13)

равна 1 для некоторых u, v ∈ Y , то и левая часть уравнения (17.13) равна 1. Таким образом,
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мы доказали, что характеристическая функция f(y) = m̂K(y) удовлетворяет уравнению (17.13).

Следовательно, по лемме 16.1 условное распределение линейной формы L2 при фиксированной

L1 симетрично. �

Заметим, что в доказательстве теоремы 17.1 мы предполагали, что существуют автоморфизмы

αj , βj , j = 1, 2, группы X такие, что β1α−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Опишем сейчас конечные группы,

обладающие этим свойством. Мы используем затем полученное описание при доказательстве

теоремы Хейде для произвольного числа случайных величин. Ясно, что достаточно выяснить,

когда существует автоморфизм δ ∈ Aut(X) такой, что I ± δ ∈ Aut(X).

17.7. Предложение. Пусть X – конечная группа. Представим X в виде прямого произве-

дения своих p-компонент:

X = P
p∈P

Xp.

Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(i) существует автоморфизм δ ∈ Aut(X) такой, что I ± δ ∈ Aut(X);

(ii) при p = 2 и при p = 3 либо Xp = {0}, либо разложение Xp в прямое произведение

циклических подгрупп содержит каждый циклический множитель с кратностью не меньше,

чем два.

Доказательство. Заметим, что каждая p-компонента Xp является характеристической под-

группой группы X. Ясно, что (i) выполнено тогда и только тогда, когда для каждого простого p

такого, что Xp ̸= {0}, существует автоморфизм δ ∈ Aut(Xp) такой, что

I ± δ ∈ Aut(Xp). (17.17)

Если Xp ̸= {0} и p > 3, то положим δ = f2. Тогда δ, I ± δ ∈ Aut(Xp). Таким образом, нужно до-

казать эквивалентность (i) и (ii) для групп Xp при p = 2, p = 3. Мы ограничимся рассмотрением

группы X3. Рассуждения для группы X2 аналогичны.

(i)⇒ (ii). Обозначим K = X3. По теореме 1.20.4 имеет место изоморфизм

K ∼= P
j
(Z(3kj ))nj , kj < kj+1. (17.18)

При этом числа kj и nj однозначно определяются группой K. Мы докажем, что существует

автоморфизм δ ∈ Aut(K) такой, что I ± δ ∈ Aut(K), тогда и только тогда, когда в (17.18) все

nj ≥ 2. Заметим, что для любого натурального n подгруппы K(n) и K(n) характеристические.

Следовательно, подгруппы Hj = K(3kj−1) ∩ K(3) – также характеристические. Поэтому любой

автоморфизм α ∈ Aut(K) индуцирует некоторый автоморфизм α̂ на фактор-группе Hj0/Hj0+1.

Предположим, что nj0 = 1 при некотором j0. Тогда, как легко видеть, фактор-группаHj0/Hj0+1
∼=

Z(3). Поэтому, если δ, I±δ ∈ Aut(K), то δ̂, I± δ̂ ∈ Aut(Hj0/Hj0+1). Учитывая, что на группе Z(3)
есть лишь два автоморфизма ±I, мы получаем противоречие. Мы доказали, таким образом, что

из (i) следует (ii).

(ii)⇒ (i). Обозначим G1 = (Z(3r))2 и положим

δ1(k, l) = (k + l, k), k, l ∈ Z(3r).
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Очевидно, что δ1 автоморфизм группы G1 и I ± δ1 ∈ Aut(G1). Для группы G2 = (Z(3r))3 мы

положим

δ2(k, l,m) = (k + l +m, k + l, k), k, l,m ∈ Z(3r).

Тогда δ2, I ± δ2 ∈ Aut(G2). Если в (17.18) все nj ≥ 2, то группа K есть конечное прямое про-

изведение групп, каждая из которых либо изоморфна G1, либо изоморфна G2. Автоморфизм

δ ∈ Aut(X) может быть построен тогда, как конечное прямое произведение автоморфизмов δ1 и

δ2. �

Предположим теперь, что конечная группа X содержит элементы порядка 2 и опишем распре-

деления, которые характеризуются симметрией условного распределения одной линейной формы

при фиксированной другой.

17.8. Теорема. Пусть X – конечная группа, X2 – 2-компонента группы X. Пусть ξ1 и ξ2 –

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть

αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что β1α−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если условное распреде-

ление линейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симметрично, то

µj = ρj ∗ πj, где σ(ρj) ⊂ X2, πj ∈ I(X), j = 1, 2.

Доказательство. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 17.1, мы сводим дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ξ2, L2 = ξ1+δξ2,

где δ, I ± δ ∈ Aut(X). По лемме 16.1 из симметрии условного распределение линейной формы L2

при фиксированной L1 следует, что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравне-

нию 16.1(i).

Разложим группу X в прямое произведение своих p-компонент:

X = P
p∈P

Xp.

Обозначим

G = X2, K = P
p∈P, p>2

Xp.

Тогда X = G×K. Если G = {0}, то утверждение теоремы следует из теоремы 17.1. Предположим,

что G ̸= {0}. По теореме 1.7.1 Y ∼= H × L, где H = G∗, L = K∗. Чтобы не вводить дополни-

тельных обозначений, будем считать, что Y = H × L. Обозначим через y = (h, l), h ∈ H, l ∈ L,
элементы группы Y . Так как подгруппы H и L, очевидно, характеристические, то ограничение

любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y) на каждую из подгрупп H и L является автоморфизмом этой

подгруппы. Обозначим эти автоморфизмы через τH и τL соответственно. Тогда автоморфизм τ

может быть записан в виде τ(h, l) = (τHh, τLl), (h, l) ∈ Y .

Обозначим δ̃ = ε, α = I + ε, β = I − ε, µ̂1(y) = f(y), µ̂2(y) = g(y) и перепишем уравнение

16.1(i) в виде:

f(h+ h′, l + l′)g(h+ εHh
′, l + εLl

′)

= f(h− h′, l − l′)g(h− εHh′, l − εLl′), (h, l), (h′, l′) ∈ Y. (17.19)

Подставляя в (17.19) h = h′ = 0, получаем

f(0, l + l′)g(0, l + εLl
′) = f(0, l − l′)g(0, l − εLl′), l, l′ ∈ L. (17.20)
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Так как группа K не содержит элементов порядка 2, то по следствию 17.2 каждое решение

уравнения (17.20) имеет вид

f(0, l) = (k1, l)m̂F (l), g(0, l) = (k2, l)m̂F (l), l ∈ L, (17.21)

где F — подгруппа группы K, и kj ∈ K. Обозначим E = A(L,F ). Подставляя (17.21) в (17.20),

получаем, что 2(k1 + δk2) ∈ F , а поскольку K(2) = {0}, то и k1 + δk2 ∈ F . Положим k = k1 + δk2.

Ясно, что представление (17.21) не изменится, если в (17.21) вместо k1 положить k′1 = k1 − k.
Но тогда k′1 + δk2 = 0. В таком случае, как легко видеть, характеристические функции (−k′1, l)
и (−k2, l) удовлетворяют уравнению (17.20). Рассмотрим распределения µ′1 = µ1 ∗ E−k′1

и µ′2 =

µ2 ∗ E−k2 . Обозначим f ′(y) = µ̂′1(y), g
′(y) = µ̂′2(y). Из 2.7(c) вытекает, что характеристические

функции f ′(y) и g′(y) также удовлетворяют уравнению (17.19).

Обозначим B = L/E. Мы имеем Y/E ∼= H × B. Чтобы не вводить дополнительных обозна-

чений, мы будем считать, что Y/E = H × B и обозначать элементы фактор-группы Y/E через

(h, b), h ∈ H, b ∈ B.

По теореме 1.9.2 F ∗ ∼= B, а тогда (G × F )∗ ∼= Y/E. Учитывая 2.14(i) и 2.7(c), из (17.21)

получаем

f ′(0, h) = g′(0, h) =

1, если l ∈ E,

0, если l /∈ E.
(17.22)

По предложению 2.13 из (17.22) следует, что характеристические функции f ′(y) и g′(y) E-

инвариантны. Очевидно, что подгруппа K характеристическая. Рассмотрим независимые слу-

чайные величины ζ1 и ζ2, со значениями в группе K и с распределениями mF ∗ Ek1 и mF ∗ Ek2 .

По лемме 16.1 из (17.20) следует, что условное распределение линейной формы L2 = ζ1 + δζ2 при

фиксированной L1 = ζ1 + ζ2 симметрично. Поскольку f2 ∈ Aut(K), то из леммы 13.3 и след-

ствия 17.2, примененных к группе K, вытекает, что выполнено ε(E) = E. Это позволяет перейти

от уравнения (17.19) для функций f ′(y) и g′(y) на группе Y к индуцированному уравнению на

фактор-группе Y/E, полагая f̃([y]) = f ′(y), g̃([y]) = g′(y), ε̂[y] = [εy]. При этом ε̂ ∈ Aut(Y/E).

Очевидно, что ограничение автоморфизма ε̂ ∈ Aut(Y/E) на B является автоморфизмом группы

B. Обозначим это ограничение через ε̂B. Очевидно, что, автоморфизм ε̂ ∈ Aut(Y/E) имеет вид

ε̂(h, b) = (εHh, ε̂Bb). Сказанное означает, что мы переходим от рассмотрения случайных величин

со значениями в группе X = G×K к случайным величинам со значениями в подгруппе G× F .

Отметим, что для решений индуцированного уравнения выполнено

{b ∈ B : f̃(0, b) = 1} = {b ∈ B : g̃(0, b) = 1} = {0}.

Мы имеем

f̃(0, b) = g̃(0, b) =

1, если b = 0,

0, если b ̸= 0.
(17.23)

Рассмотрим уравнение (17.19) для характеристических функций f̃(s, b) и g̃(s, b) на фактор-группе

Y/E ∼= H ×B. Имеем

f̃(h+ h′, b+ b′)g̃(h+ εHh
′, b+ ε̂Bb

′)

= f̃(h− h′, b− b′)g̃(h− εHh′, b− ε̂Bb′), (h, b), (h′, b′) ∈ H ×B. (17.24)
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Заметим также, что из ε(E) = E следует, что α(E) ⊂ E. Поскольку α ∈ Aut(Y ) и группа E

конечна, то α(E) = E. Отсюда, α̂ ∈ Aut(Y/E). Полагая в (17.24) h = α̂−1u, h′ = −α̂−1u, b =

α̂−1v, b′ = −α̂−1v, где u ∈ H, v ∈ B, получим

g̃(κu, κv) = f̃(2α̂−1u, 2α̂−1v)g̃(u, v), (17.25)

где κ = β̂α̂−1. Предположим, что существует элемент (h0, b0) ∈ H × B, b0 ̸= 0, такой, что

g̃(h0, b0) ̸= 0. Тогда по следствию 17.3 |g̃(κh0, κb0)| = |g̃(h0, b0)| ̸= 0, и из (17.25) следует, что

|f̃(2α̂−1h0, 2α̂
−1b0)| = 1. (17.26)

Из предложения 2.13 следует, что подмножество в Y , на котором модуль характеристической

функции равен 1, является подгруппой. Учитывая это, из (17.26) следует, что при любом на-

туральном k выполнено |f̃(2kα̂−1h0, 2
kα̂−1b0)| = 1. Поскольку G – 2-примарная группа, то и H

– 2-примарная группа. Заметим теперь, что если h0 — элемент порядка 2m, то 2mα̂−1h0 = 0.

Следовательно,

|f̃(0, 2mα̂−1b0)| = 1.

С другой стороны , так как подгруппа B не содержит элементов порядка 2, а α̂−1 ∈ Aut(Y/E), то

2mα−1b0 ̸= 0, что противоречит (17.23). Таким образом, мы доказали, что g̃(h, b) = 0, если b ̸= 0.

Следовательно, характеристическая функция g̃(h, b) представима в виде

g̃(h, b) =

g0(h), если b = 0,

0, если b ̸= 0,

где g0(h) = g̃(h, 0). Следовательно, g̃(h, b) = g0(h)m̂F (b), (h, b) ∈ H ×B. Функция g0(h) является

характеристической функцией некоторого распределения ρ2 такого, что σ(ρ2) ⊂ G. Из 2.7(b)

и 2.7(c) вытекает, что µ′2 = ρ2 ∗ mF . Отсюда, µ2 = ρ2 ∗ π2 ∗ Ek2 . Аналогично рассуждаем для

распределения µ1. �

Из доказательства теоремы 17.8 вытекает следующее утверждение.

17.9. Следствие. Пусть X – конечная группа, Xp – p-компонента группы X. Положим

G = X2, K = P
p∈P, p>2

Xp.

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределе-

ниями µ1 и µ2. Пусть δ – автоморфизм группы X такой, что I ± δ ∈ Aut(X). Если условное

распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, то

µj = ρj ∗mF ∗ Exj , где σ(ρj) ⊂ G, F – подгруппа в K, xj ∈ K, j = 1, 2. При этом характери-

стические функции распределений µ′j = µj ∗ E−xj также удовлетворяют уравнению (16.24).

17.10. Пусть X — конечная 2-примарная группа. Пусть δ – автоморфизм группы X такой,

что I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим ε = δ̃. Обсудим следующую задачу. Какими могут быть возмож-

ные распределения µ1 и µ2 независимых случайных величин ξ1 и ξ2 со значениями в группе X в

предположении, что условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной
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L1 = ξ1+ξ2 симметрично? Учитывая лемму 16.1, этот вопрос можно переформулировать следую-

щим образом. Для каких распределений µj их характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют

уравнению (16.24)?

Соответствующие идемпотентные распределения µj , при условии µ1 = µ2 = mK , описаны в

предложении 17.6. Кроме того, как отмечено в замечании 16.3, если µj – произвольные распре-

деления, такие что σ(µj) ⊂ X(2), то распределения µj также являются решением этой задачи.

В предположении, что X2 ̸= X(2), можно указать еще один класс распределений µj таких, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24). Это распределения µj , ин-

вариантные относительно сдвигов на элементы подгруппыX(2). Проверим это. Учитывая теорему

1.9.5, легко видеть, что характеристические функции µ̂j(y) таких распределений имеют вид:

µ̂1(y) =

f0(y), если y ∈ Y(2),

0, если y ̸∈ Y(2),
µ̂2(y) =

g0(y), если y ∈ Y(2),

0, если y ̸∈ Y(2),

где f0(y) и g0(y) — произвольные характеристические функции на подгруппе Y(2). Проверим,

что характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24).

Пусть u, v ∈ Y(2). Тогда u+ v = u− v, u+ εv = u− εv. Следовательно, µ̂1(u+ v) = µ̂1(u− v),
µ̂2(u+εv) = µ̂2(u−εv), и уравнение (16.24) превращается в равенство. Пусть либо u ∈ Y(2), v ̸∈ Y(2),
либо u ̸∈ Y(2), v ∈ Y(2). Тогда u ± v ̸∈ Y(2). Поэтому µ̂1(u ± v) = 0, и обе части уравнения (16.24)

равны нулю. Если u, v ̸∈ Y(2), то левая часть уравнения (16.24) может не обращаться в нуль лишь

при условии, что u+v ∈ Y(2), u+εv ∈ Y(2). Отсюда следует, что (I−ε)v ∈ Y(2), а значит и v ∈ Y(2),
что противоречит предположению. Значит, левая часть уравнения (16.24) обращается в нуль при

u, v ̸∈ Y(2). Аналогично проверяем, что правая часть уравнения (16.24) также обращается в нуль

при u, v ̸∈ Y(2). Таким образом, характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению

(16.24).

Итак, если X2 ̸= X(2), то существует три различных класса распределений µj таких, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24):

(I) идемпотентные распределения;

(II) распределения с носителем в X(2);

(III) распределения, инвариантные относительно сдвигов на элементы X(2).

Очевидно, что, если характеристические функции распределений µ1 и µ2 удовлетворяют урав-

нению (16.24) и характеристические функции распределений ν1 и ν2 также обладают этим свой-

ством, то в силу 2.7(c), распределения γ1 = µ1 ∗ ν1 и γ2 = µ2 ∗ ν2 также обладают этим свойством.

Оказывается, что если X2 ̸= X(2), то на X существуют распределения µ1, µ2, не принадлежа-

щие ни к одному из классов (I)–(III), не являющиеся свертками распределений из этих классов,

но характеристические функции которых удовлетворяют уравнению (16.24). Эта ситуация про-

тивоположна случаю, когда X2 = {0}, поскольку на таких группах лишь характеристические

функции идемпотентных распределений удовлетворяют уравнению (16.24) (см. теорему 17.1).

Нам понадобится следующая лемма.

17.11. Лемма. Для каждой из групп X = (Z(4))2 и X = (Z(4))3 существуют независимые

случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2 и автомор-

физм δ ∈ Aut(X), обладающие тем свойством, что I ± δ ∈ Aut(X) и условное распределение
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линейной формы L2 = ξ1+ δξ2 при фиксированной L1 = ξ1+ ξ2 симметрично, а распределения µj
не могут быть представлены в виде сверток распределений из классов (I)–(III), определенных

в 17.10.

Доказательство. Пусть X = (Z(4))2. Тогда Y ∼= (Z(4))2. Обозначим через x = (m,n) эле-

менты группы X, а через y = (k, l) элементы группы Y , где m,n, k, l ∈ Z(4). Пусть автоморфизм

δ ∈ Aut(X) имеет вид δ(m,n) = (m + n,m). Положим ε = δ̃. Тогда ε(k, l) = (k + l, k). Очевидно,

что I ± δ ∈ Aut(X). Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе

X и с распределениями

µ1 = amK1 + (1− a)mF , µ2 = amK2 + (1− a)mF ,

где K1 = {(0, 0), (0, 2)}, K2 = {(0, 0), (2, 2)}, F = {X(2), (1, 0) +X(2)}, а 0 < a < 1. Легко видеть,

что

A(Y,K1) = {Y(2), (1, 0) + Y(2)}, A(Y,K2) = {Y(2), (1, 1) + Y(2)}, A(Y, F ) = {(0, 0), (0, 2)},

а следовательно, характеристические функции f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y) имеют вид

f(y) =


1, если y ∈ {(0, 0), (0, 2)},

a, если y ∈ {(2, 0), (2, 2), (1, 0) + Y(2)},

0, если y ∈ {(1, 1) + Y(2), (0, 1) + Y(2)},

g(y) =


1, если y ∈ {(0, 0), (0, 2)},

a, если y ∈ {(2, 0), (2, 2), (1, 1) + Y(2)},

0, если y ∈ {(1, 0) + Y(2), (0, 1) + Y(2)}.

Проверим, что характеристические функции f(y) и g(y) удовлетворяют уравнению (17.1). Легко

видеть, что для любых u, v ∈ Y либо u±v ∈ Y(2), либо u±v ̸∈ Y(2). Поэтому возможны следующие

случаи:

1. u ± v, u ± εv ∈ Y(2). Отсюда следует, что (I − ε)v ∈ Y(2), а значит и u, v ∈ Y(2). Тогда

u+ v = u− v, u+ εv = u− εv, и уравнение (17.1) превращается в равенство.

2. u± v ∈ Y(2), u± εv ̸∈ Y(2). Так как u± v ∈ Y(2), то возможны следующие случаи:

A. u, v ∈ (1, 0) + Y(2). Тогда εv ∈ (1, 1) + Y(2), и g(u ± εv) = 0. Следовательно, обе части

уравнения (17.1) равны нулю.

B. u, v ∈ (1, 1) + Y(2). Тогда εv ∈ (0, 1) + Y(2), и g(u ± εv) = 0. Следовательно, обе части

уравнения (17.1) равны нулю.

C. u, v ∈ (0, 1)+Y(2). Тогда εv ∈ (1, 0)+Y(2), и g(u+εv) = g(u−εv) = a ̸= 0. Поэтому левая часть

уравнения (17.1) будет не равна правой, если либо u + v ∈ {(0, 0), (0, 2)}, u − v ∈ {(2, 0), (2, 2)},
либо u− v ∈ {(0, 0), (0, 2)}, u+ v ∈ {(2, 0), (2, 2)}. В каждом из этих случаев 2u ∈ {(2, 0), (2, 2)}, а

значит, u ∈ {(1, 0) + Y(2), (1, 1) + Y(2)}, что противоречит предположению. Таким образом, левая

и правая части уравнения (17.1) равны.

3. u± v ̸∈ Y(2), u± εv ∈ Y(2). Так как u± εv ∈ Y(2), то возможны следующие случаи:

A. u ∈ (1, 0) + Y(2), v ∈ (0, 1) + Y(2). Тогда f(u± v) = 0. Следовательно, обе части уравнения

(17.1) равны нулю.
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B. u ∈ (1, 1) + Y(2), v ∈ (1, 0) + Y(2). Тогда f(u± v) = 0. Следовательно, обе части уравнения

(17.1) равны нулю.

C. u ∈ (0, 1) + Y(2), v ∈ (1, 1) + Y(2). Тогда f(u + v) = f(u − v) = a ̸= 0. Поэтому левая часть

уравнения (17.1) будет не равна правой, если либо u+ εv ∈ {(0, 0), (0, 2)}, u− εv ∈ {(2, 0), (2, 2)},
либо u− εv ∈ {(0, 0), (0, 2)}, u+ εv ∈ {(2, 0), (2, 2)}. В каждом из этих случаев 2u ∈ {(2, 0), (2, 2)},
а значит, u ∈ {(1, 0)+Y(2), (1, 1)+Y(2)}, что противоречит предположению. Таким образом, левая

и правая части уравнения (17.1) равны.

4. u±v ̸∈ Y(2), u±εv ̸∈ Y(2). Поскольку u+v = u−v+2v, то элементы u+v и u−v одновременно

принадлежат или классу смежности (1, 0) + Y(2), или классу смежности (0, 1) + Y(2), или классу

смежности (1, 1) + Y(2). Следовательно, f(u + v) = f(u − v), g(u + εv) = g(u − εv), и уравнение

(17.1) превращается в равенство.

Проверим, что функции f(y) и g(y) нельзя представить в виде произведения характеристи-

ческих функций распределений из классов (I)–(III). Покажем это для функции f(y). Предполо-

жим, что f(y) = f1(y)f2(y)f3(y), где fj(y) — характеристическая функция соответствующего

распределения. Множитель f3(y) в этом произведении должен отсутствовать, так как существу-

ют элементы y ̸∈ Y(2) такие, что f(y) ̸= 0. Итак, f(y) = f1(y)f2(y). Предположим, что в этом

представлении присутствуют оба множителя. Если y ∈ Y (2), то f2(y) = 1. Но функция f1(y)

равна по модулю либо 0, либо 1. Значит при любом y ∈ Y (2) функция f(y) равна по модулю либо

0, либо 1. Но это не так. Значит, либо f(y) = f1(y), либо f(y) = f2(y), что, очевидно, невозмож-

но. Аналогично проводим доказательство для функции g(y). Учитывая лемму 16.1, лемма для

группы X = (Z(4))2 доказана.

Пусть X = (Z(4))3. Обозначим через (m,n, p) элементы группы X, m,n, p ∈ Z(4). Пусть

автоморфизм δ ∈ Aut(X) имеет вид δ(m,n, p) = (m+n+p,m+n,m). Очевидно, что I±δ ∈ Aut(X).

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группеX и с распределениями

µ1 = amK1 + (1− a)mF , µ2 = amK2 + (1− a)mF ,

где K1 = {(0, 0, 0), (0, 2, 2)}, K2 = {(0, 0, 0), (2, 0, 0)}, F = {Y(2), (0, 0, 1) + Y(2)}, а 0 < a < 1.

Дальнейшие рассуждения следуют схеме доказательства леммы для группы X = (Z(4))2, но

требует рассмотрения большего числа случаев, и мы его опустим. �

17.12. Теорема. Пусть X — конечная 2-примарная группа, удовлетворяющая условиям:

(i) X ̸= X(2);

(ii) разложение группы X в прямое произведение циклических подгрупп содержит каждый

циклический множитель с кратностью не меньше, чем два.

Тогда существуют автоморфизм δ̄ ∈ Aut(X) такой, что I ± δ̄ ∈ Aut(X), и независимые

случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2 такие,

что условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + δ̄ξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2

симметрично, а распределения µj не могут быть представлены в виде сверток распределений

классов (I)− (III), определенных в 17.10.

Доказательство. Поскольку группа X ̸= X(2) и X удовлетворяет условию (ii), то группу X

можно представит в виде X = G × K, где G ∼= (Z(2l))r, l ≥ 2, причем либо r = 2, либо r = 3,

а подгруппа K также удовлетворяет условию (ii). Пусть для определенности r = 2. Обозначим
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через (m,n), m, n ∈ Z(2l), элементы подгруппы G. Пусть автоморфизм δ ∈ Aut(G) имеет вид

δ(m,n) = (m+n,m). Тогда I±δ ∈ Aut(G). Пусть F – подгруппа в G такая, что F ∼= (Z(4))2. Оче-

видно, что ограничение δ на F – автоморфизм F . Как доказано в лемме 17.11, для так заданного

автоморфизма δ на F существуют независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со значениями в F и

с распределениями µ1 и µ2 такие, что условное распределение линейной формы L2 = ξ1+ δξ2 при

фиксированной L1 = ξ1+ξ2 симметрично, а распределения µj не могут быть представлены в виде

сверток распределений из классов (I)–(III), определенных в 17.10. Продолжим автоморфизм δ до

автоморфизма δ̄ ∈ Aut(X) таким образом, чтобы I ± δ̄ ∈ Aut(X). Это можно сделать, потому

что подгруппа K также удовлетворяет условию (ii). Тогда случайные величины ξ1 и ξ2 можно

считать принимающими значения во всей группе X. Очевидно, что условное распределение ли-

нейной формы L2 = ξ1 + δ̄ξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, а распределения µj
не могут быть представлены в виде сверток распределений классов (I)− (III).

Аналогично рассуждаем, когда G ∼= (Z(2l))3. В этом случае полагаем δ(m,n, p) = (m + n +

p,m+ n,m), m, n, p ∈ Z(2l). �

Пусть X = R × N , где N — конечная абелева группа. Опишем для этой группы распреде-

ления, которые характеризуются симметрией условного распределения одной линейной формы

при фиксированной другой. Нам понадобится следующая лемма.

17.13. Лемма. Пусть X = R×G, где G — конечная 2-примарная группа. Пусть ξ1 и ξ2 —

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть

αj , βj – топологические автоморфизмы группы X такие, что β1α
−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если

условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2

симметрично, то µj = γj ∗ ρj, где γj ∈ Γ(R), σ(ρj) ⊂ G, j = 1, 2.

Доказательство. Имеем Y ∼= R×H, где H = G∗. Чтобы не вводить дополнительных обозна-

чений, будем считать, что Y = R×H. Обозначим через y = (s, h), s ∈ R, h ∈ H, элементы группы

Y . Так как cY = R и bY = H, то подгруппы R и H в Y являются характеристическими. Поэтому

ограничение любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y) на каждую из подгрупп R и H является тополо-

гическим автоморфизмом этой подгруппы. Обозначим эти автоморфизмы через τR и τH соответ-

ственно. Тогда автоморфизм τ может быть записан в виде τ(s, h) = (τRs, τHh), (s, h) ∈ Y . Рассуж-

дая так же, как при доказательстве теоремы 17.1, сведем доказательство леммы к случаю, когда

L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2, где δ, I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y), ε = δ̃.

По лемме 16.1 из симметрии условного распределения линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фик-

сированной L1 = ξ1 + ξ2 вытекает, что характеристические функции f(y) и g(y) удовлетворяют

уравнению (17.1), которое принимает вид

f(s+ s′, h+ h′)g(s+ εRs
′, h+ εHh

′)

= f(s− s′, h− h′)g(s− εRs′, h− εHh′), (s, h), (s′, h′) ∈ Y. (17.27)

Полагая в (17.27) h = h′ = 0, получим следующее уравнение

f(s+ s′, 0)g(s+ εRs
′, 0) = f(s− s′, 0)g(s− εRs′, 0), s, s′ ∈ R.

Отсюда по теореме Хейде находим

f(s, 0) = exp{−σ1s2 + it1s}, g(s, 0) = exp{−σ2s2 + it2s}, s ∈ R, (17.28)
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где σj ≥ 0, tj ∈ R, j = 1, 2.

Покажем индукцией по k, где 2k — порядок элемента h, что справедливо представление

f(s, h) = F1(s)F2(h), g(s, h) = G1(s)G2(h), (17.29)

где Fj(0) = Gj(0) = 1, j = 1, 2.

Полагая в (17.27) s = −εRs′, h′ = h, получаем уравнение

f(βRs
′, 2h)g(0, αHh) = f(−αRs

′, 0)g(−2εRs′, βHh), (s, h), (s′, h′) ∈ Y, (17.30)

где α = I + ε, β = I − ε. Пусть k = 1, т.е. 2h = 0. Тогда уравнение (17.30) принимает вид

f(βRs
′, 0)g(0, αHh) = f(−αRs

′, 0)g(−2εRs′, βHh), (s, h), (s′, h′) ∈ Y. (17.31)

Из (17.28) следует, что f(−αRs
′, 0) ̸= 0. Поскольку −2εR ∈ Aut(R), а βH ∈ Aut(H), то из (17.31)

вытекает требуемое представление для функции g(s, h).

Аналогично, подставляя в (17.27) s′ = −s, h = εHh
′, получаем уравнение

f(0, αHh)g(βRs, 2εHh
′) = f(2s,−βHh′)g(αRs, 0), (s, h), (s′, h′) ∈ Y, (17.32)

из которого при k = 1, т.е. когда 2h′ = 0, следует нужное представление для функции f(s, h).

Итак, при k = 1 утверждение доказано.

Предположим, что если элемент h имеет порядок 2k, то представление (17.29) имеет место.

Пусть элемент h имеет порядок 2k+1. Тогда элемент 2h имеет порядок 2k, и в (17.30) по предпо-

ложению индукции f(βRs′, 2h) = F1(βRs
′)F2(2h). Рассуждая далее так же, как и в случае, когда

k = 1, из (17.30) получаем требуемое представление для g(s, h). Аналогично, из (17.32) следует

требуемое представление для f(s, h).

Из (17.29) вытекает, что

f(s, h) = f(s, 0)f(0, h), g(s, h) = g(s, 0)g(0, h). (17.33)

Функции f(0, h) и g(0, h) являются характеристическими функциями некоторых распределений

ρ1 и ρ2 таких, что σ(ρj) ∈ G, j = 1, 2. Принимая во внимание 2.7(b) и 2.7(c), утверждение леммы

вытекает теперь из (17.28) и (17.33). �

Следующий результат является обобщением теоремы 17.8.

17.14. Теорема. Пусть X = R × N , где N — конечная группа, N2 – 2-компонента группы

N . Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с рас-

пределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X такие, что

β1α
−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при

фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симметрично, то µj = γj ∗ ρj ∗ λj, где γj ∈ Γ(R), σ(ρj) ⊂
N2, λj ∈ I(X), j = 1, 2.

Доказательство. Разложим группу N в прямое произведение своих p-компонент:

N = P
p∈P

Np.
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Обозначим

G = N2, K = P
p∈P, p>2

Np.

Тогда X = R×G×K, а Y ∼= R×H ×L, где H = G∗, L = K∗. Чтобы не вводить дополнительных

обозначений, будем считать, что Y = R×H×L. Обозначим через y = (s, h, l), s ∈ R, h ∈ H, l ∈ L,
элементы группы Y . Поскольку R, H и L — характеристические подгруппы группы Y , то огра-

ничение любого автоморфизма τ ∈ Aut(Y) на каждую из подгрупп R, H и L является топологи-

ческим автоморфизмом этой подгруппы. Обозначим эти автоморфизмы через τR, τH и τL соответ-

ственно. Тогда автоморфизм τ может быть записан в виде τ(s, h, l) = (τRs, τHh, τLl), (s, h, l) ∈ Y .

Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 17.1, сведем доказательство теоремы к слу-

чаю, когда L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2, где δ, I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) =

µ̂2(y), ε = δ̃. По лемме 16.1 из симметрии условного распределения линейной формы L2 = ξ1+δξ2

при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 вытекает, что характеристические функции f(y) и g(y) удовле-

творяют уравнению (17.1), которое принимает вид

f(s+ s′, h+ h′, l + l′)g(s+ εRs
′, h+ εHh

′, l + εLl
′) =

= f(s− s′, h− h′, l − l′)g(s− εRs′, h− εHh′, l − εLl′), (s, h, l), (s′, h′, l′) ∈ Y. (17.34)

Полагая в (17.34) s = s′ = 0, получаем

f(0, h+ h′, l + l′)g(0, h+ εHh
′, l + εLl

′) = f(0, h− h′, l − l′)g(0, h− εHh′, l − εLl′).

Учитывая следствие 17.9, можно с самого начала считать, что имеет место представление:

f(0, h, l) =

f0(h), если l = 0,

0, если l ̸= 0,
g(0, h, l) =

g0(h), если l = 0,

0, если l ̸= 0,
(17.35)

где f0(h) и g0(h) — некоторые характеристические функции на H. Обозначим α = I+ε, β = I−ε.
Полагая в (17.34) s′ = s, h′ = −h, l′ = −l, получим

f(2s, 0, 0)g(αRs, βHh, βLl) = f(0, 2h, 2l)g(βRs, αHh, αLl), (s, h, l) ∈ Y.

Из (17.35) вытекает, что f(0, 2h, 2l) = 0 при l ̸= 0. Значит,

f(2s, 0, 0)g(αRs, βHh, βLl) = 0, l ̸= 0. (17.36)

Поскольку для функции f(s, 0, 0) по теореме Хейде справедливо представление (17.28), то

f(2s, 0, 0) ̸= 0. Следовательно, из (17.36) получаем

g(αRs, βHh, βLl) = 0, l ̸= 0. (17.37)

Так как αR ∈ Aut(R), βH ∈ Aut(H) и βL ∈ Aut(L), то из (17.37) вытекает

g(s, h, l) = 0, l ̸= 0. (17.38)

Аналогично убеждаемся, что

f(s, h, l) = 0, l ̸= 0. (17.39)
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Положим в (17.34) l = l′ = 0. Из леммы 17.13 вытекает представление

f(s, h, 0) = exp{−σ1s2 + it1s}A(h), g(s, h, 0) = exp{−σ2s2 + it2s}B(h), (17.40)

где σj ≥ 0, tj ∈ R, j = 1, 2, а A(h) и B(h) – характеристические функции некоторых распределе-

ний на G.

Из (17.38)–(17.40) следует

f(s, h, l) =

exp{−σ1s2 + it1s}A(h), если l = 0,

0, если l ̸= 0,
(17.41)

g(s, h, l) =

exp{−σ2s2 + it2s}B(h), если l = 0,

0, если l ̸= 0.
(17.42)

Утверждение теоремы, как легко видеть, вытекает из 2.7(b) и 2.7(c) и представлений (17.41) и

(17.42). �

Обсудим теперь групповой аналог теоремы Хейде для произвольного числа n независимых

случайных величин, принимающих значения в конечной группе X. Нам понадобятся две леммы.

17.15. Лемма. Пусть X — конечная 5-примарная группа, удовлетворяющая условию:

(i) разложение группы X в прямое произведение своих циклических подгрупп содержит по

крайней мере один циклический сомножитель с кратностью 1.

Тогда не существует автоморфизмов α, β ∈ Aut(X) таких, что

(ii) I ± α, I ± β, α± β ∈ Aut(X).

Доказательство. По теореме 1.20.4 имеет место изоморфизм

X ∼= P
j
(Z(5kj ))nj , kj < kj+1.

При этом числа kj и nj однозначно определяются группой X. По условию nj0 = 1 при некотором

j0. Положим G1 = X(5kj0−1)∩X(5), G2 = X(5kj0 )∩X(5). Тогда, как легко видеть, фактор-группа

G = G1/G2
∼= Z(5). Так как подгруппы X(5l) и X(5) — характеристические, то и подгруппы

G1 и G2 — также характеристические. Поэтому любой автоморфизм δ ∈ Aut(X) индуцирует

автоморфизм δ̂ на фактор-группе G. Заметим теперь, что любой автоморфизм δ̂ ∈ Aut(G) имеет

вид δ̂g = kg, где g ∈ G, а k = 1, 2, 3, 4. Поскольку, очевидно, что не существуют автоморфизмов

α̂, β̂ ∈ Aut(G), удовлетворяющих условию (ii), то не существуют и автоморфизмов α, β ∈
Aut(X), удовлетворяющих условию (ii). �

17.16. Лемма. Для каждой из групп X = (Z(pr))2, X = (Z(pr))3, где p = 3, p = 5, и

X = Z(pr), где p – простое число, p ≥ 7, r ∈ N, существуют независимые одинаково рас-

пределенные случайные величины ξj , j = 1, 2, 3, со значениями в группе X и с распределением

µ /∈ I(X) и автоморфизмы α, β ∈ Aut(X), удовлетворяющие условиям 17.15(ii) такие, что

условное распределение линейной формы L2 = ξ1 +αξ2 + βξ3 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3

симметрично.
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Доказательство. Заметим, что Y ∼= X. Пусть X = (Z(pr))2, где либо p = 3, либо p = 5.

Обозначим через (k, l), k, l ∈ Z(pr), элементы групп X и Y . Пусть автоморфизмы α, β ∈ Aut(X)

имеют вид

α(k, l) = (k + 2l, 2k + 2l), β(k, l) = (2k + 2l, 2k + l), k, l ∈ Z(pr).

Очевидно, что условия 17.15(ii) выполнены. Заметим, что

α̃(k, l) = (k + 2l, 2k + 2l), β̃(k, l) = (2k + 2l, 2k + l), k, l ∈ Z(pr). (17.43)

Обозначим ỹ = (1, 0) ∈ Y . Пусть µ – распределение на группе X такое, как в лемме 13.21.

Тогда характеристическая функция f(y) = µ̂(y) определяется формулой (13.31). Очевидно, что

µ /∈ I(X). Пусть ξj , j = 1, 2, 3, – независимые одинаково распределенные случайные величины со

значениями в группе X и с распределением µ.

По лемме 16.1 условное распределение линейной формы L2 = ξ1+αξ2+βξ3 при фиксированной

L1 = ξ1+ξ2+ξ3 симметрично тогда и только тогда, когда характеристические функции случайных

величин ξj удовлетворяют уравнению 16.1(i) , которое принимает вид

f(u+ v)f(u+ α̃v)f(u+ β̃v) = f(u− v)f(u− α̃v)f(u− β̃v), u, v ∈ Y. (17.44)

Очевидно, что уравнение (17.44) превращается в равенство, если v = 0. Пусть u = (k, l), v =

(k′, l′) ̸= 0. Проверим, что левая часть в (17.44) равна нулю. Действительно, учитывая (17.43), в

противном случае мы бы имели 
l + l′ = 0 (mod pr),

l + 2k′ + 2l′ = 0 (mod pr),

l + 2k′ + l′ = 0 (mod pr).

Отсюда вытекает, что k′ = l′ = 0, т.е. v = 0 вопреки предположению. Мы проверяем аналогично,

что при v ̸= 0 правая часть в (17.44) равна нулю. Таким образом, функция f(y) удовлетворяет

уравнению (17.44). Тем самым для групп X = (Z(pr))2, p = 3, 5, лемма доказана. Для остальных

групп мы ограничимся указанием автоморфизмов α, β ∈ Aut(X) и распределения µ ∈ M1(X).

Пусть X = (Z(pr))3, p = 3, 5. Обозначим через (k, l,m), k, l,m ∈ Z(pr) элементы групп X и

Y . Положим

α(k, l,m) = (k + l +m, k + l, k), β(k, l,m) = (2k + l +m, k + 2l, k +m), k, l,m ∈ Z(pr).

Пусть ỹ = (1, 0, 0) ∈ Y , а µ – распределение на группе X такое, как в лемме 13.21.

Пусть X = Z(pr), где p – простое число, p ≥ 7. Положим

αx = 2x, βx = 4x, x ∈ X.

Пусть ỹ – элемент порядка pr в Y , а µ – распределение на группе X такое, как в лемме 13.21. �

17.17. Теорема. Пусть X – конечная группа, Xp – p-компонента группы X. Предположим,

что группа X удовлетворяет условию 17.7(ii). Тогда справедливы следующие утверждения.

(I) Пусть группа X удовлетворяет условиям:
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(i) X(2) = {0};
(ii) разложение группы X5 в прямую сумму своих циклических подгрупп содержит по край-

ней мере одно циклическое слагаемое с кратностью 1.

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями в группе

X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что βiα−1
i ±βjα

−1
j ∈

Aut(X) для всех i ̸= j. Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn при

фиксированной L1 = α1ξ1 + · · ·+ αnξn симметрично, то все µj ∈ I(X).

(II) Если X(2) ̸= {0}, то существуют независимые случайные величины ξ1 и ξ2 со значе-

ниями в группе X и с распределениями µ1, µ2 /∈ I(X) и автоморфизм δ ∈ Aut(X), обладающие

тем свойством, что I ± δ ∈ Aut(X) и условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2

при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично. Если X(2) = {0} и условие (ii) не выполнено, то

существуют независимые случайные величины ξj , j = 1, 2, 3, со значениями в группе X и с рас-

пределениями µj /∈ I(X) и автоморфизмы α, β ∈ Aut(X), удовлетворяющие условиям 17.15(ii)

такие, что условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + αξ2 + βξ3 при фиксированной

L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 симметрично.

Доказательство. (I). По лемме 17.15 из условия (ii) вытекает, что n = 2. Поскольку выпол-

нено условие (i), то утверждение теоремы вытекает из теоремы 17.1.

(II). Пусть X(2) ̸= {0}. Поскольку группа X удовлетворяет условию 17.7(ii), то по предложе-

нию 17.7 существует автоморфизм δ ∈ Aut(X) такой, что I±δ ∈ Aut(X). Рассмотрим произволь-

ные независимые случайные величины ξ1 и ξ2 принимающие значения в X(2) и с распределениями

µ1, µ2 /∈ I(X(2)). Принимая во внимание замечание 16.3, мы видим, что условное распределение

линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично.

Пусть X(2) = {0} и условие (ii) не выполнено. Так как группа X удовлетворяет условию

17.7(ii), то очевидно, что группа X разлагается в прямое произведение групп, каждая из кото-

рых изоморфна одной из групп, перечисленных в лемме 17.16. Пусть G – одна из таких групп.

По лемме 17.16 существуют автоморфизмы αG, βG ∈ Aut(G) и независимые одинаково распре-

деленные случайные величины ξj , j = 1, 2, 3, принимающие значения в G ⊂ X с распределением

µ /∈ I(G) такие, что условное распределение линейной формы L2 = ξ1 + αGξ2 + βGξ3 при фик-

сированной L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 симметрично. Продолжим автоморфизмы αG и βG до автоморфиз-

мов α и β группы X таким образом, чтобы продолженные автоморфизмы также удовлетворяли

условиям 17.15(ii). Это можно сделать по лемме 17.16. Случайные величины ξj можно считать

принимающими значения в группе X. Очевидно, что условное распределение линейной формы

L2 = ξ1 + αξ2 + βξ3 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 симметрично. �

17.18. Замечание. Пусть X – конечная группа такая, что X(2) ̸= {0}, и удовлетворяющая

условию 17.7(ii). Пусть X2 – 2-компонента группы X.

Если группа X удовлетворяет условию 17.17(ii), то по лемме 17.15 n = 2, и из теоремы 17.8

следует, что µj = ρj ∗ πj , где σ(ρj) ⊂ X2, πj ∈ I(X), j = 1, 2.

Если группа X не удовлетворяет условию 17.17(ii), то существуют независимые случайные

величины ξj , j = 1, 2, 3, со значениями в группе X и с распределениями µj и автоморфизмы

α, β ∈ Aut(X), удовлетворяющие условиям 17.15(ii) такие, что условное распределение линейной

формы L2 = ξ1 + αξ2 + βξ3 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 симметрично, но ни одно из
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распределений µj не представимо в виде µj = ρj ∗ πj , где σ(ρj) ⊂ X2, πj ∈ I(X). Действительно,

представим группу X в виде прямого произведения X = M × N , где M изоморфна одной из

групп, перечисленных в лемме 17.16, а группа N также удовлетворяет условию 17.7(ii) и не

удовлетворяет условию 17.17(ii). Далее рассуждаем так же, как и при доказательстве теоремы

17.17. Единственное отличие состоит в построении автоморфизмов α, β ∈ Aut(N2), где N2 – 2-

компонента группы N , удовлетворяющих условиям 17.15(ii).

Поскольку группа X удовлетворяет условию 17.7(ii), то подгруппа N2 является прямым

произведением сомножителей, изоморфных группам вида (Z(2r))2 и вида (Z(2r))3. Для со-

множителя, изоморфного (Z(2r))2 положим α(k, l) = (l, k + l), β(k, l) = (k + l, k) k, l ∈
Z(2r), а для сомножителя, изоморфного (Z(2r))3 положим α(k, l,m) = (k + l + m, k +

l, k), β(k, l,m) = (l +m, k, k +m), k, l,m ∈ Z(2r). Легко видеть, что α и β – автоморфизмы,

удовлетворяющие условиям 17.15(ii).

Перейдем теперь к изучению теоремы Хейде для дискретных групп. Докажем вначале одно

утверждение, относящееся к произвольному числу независимых случайных величин. Это утвер-

ждение можно рассматривать, как аналог теоремы Хейде для дискретных групп без кручения.

17.19. Теорема. Пусть X – дискретная группа без кручения. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2,

– независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть

αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Если

условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 +

· · ·+ αnξn симметрично, то все µj – вырожденные распределения.

Доказательство. Переходя к новым случайным величинам ζj = αjξj , мы редуцируем дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1 + · · · + ξn и

L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn, δj ∈ Aut(X). Условие βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j переходит

в условие: δi ± δj ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. По лемме 16.1 из симметрии условного распределе-

ние линейной формы L2 = δ1ξ1 + · · · + δnξn при фиксированной L1 = ξ1 + · · · + ξn следует, что

характеристические функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.2). Положим νj = µj ∗ µ̄j . Из

2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что характеристические

функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению(16.2). Пусть U такая окрестность нуля в Y , что

все характеристические функции νj(y) > 0 при y ∈ U . Положим φj(y) = − log ν̂j(y), y ∈ U .

Дальнейшее рассуждение мы проведем в предположении, что n = 2. Случай произвольного n

рассматривается аналогично. Пусть V – симметричная окрестность нуля группы Y такая, что

для любых автоморфизмов λj ∈ {I, δ̃1, δ̃2} выполнено включение

8∑
j=1

λj(V ) ⊂ U. (17.45)

Из (16.2) следует, что функции φj(y) удовлетворяют уравнению

φ1(u+ δ̃1v) + φ2(u+ δ̃2v)− φ1(u− δ̃1v)− φ2(u− δ̃2v) = 0, u, v ∈ V. (17.46)

Применим для решения этого уравнения метод конечных разностей. Пусть k1 произвольный эле-

мент V . Положим h1 = δ̃2k1. Следовательно, h1− δ̃2k1 = 0. Придадим в (17.46) u и v приращения
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h1 и k1 соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (17.46), находим

∆l11φ1(u+ δ̃1v) + ∆l12φ2(u+ δ̃2v)−∆l13φ1(u− δ̃1v) = 0, u, v ∈ V, (17.47)

где l11 = (δ̃1 + δ̃2)k1, l12 = 2δ̃2k1, l13 = (δ̃2 − δ̃1)k1. Пусть k2 произвольный элемент V . Поло-

жим h2 = δ̃1k2. Следовательно, h2 − δ̃1k2 = 0. Придадим в (17.47) u и v приращения h2 и k2

соответственно. Вычитая из полученного уравнения уравнение (17.47), находим

∆l21∆l11φ1(u+ δ̃1v) + ∆l22∆l12φ2(u+ δ̃2v) = 0, u, v ∈ V, (17.48)

где l21 = 2δ̃1k2, l22 = (δ̃1+ δ̃2)k2. Пусть k3 произвольный элемент группы V . Положим h3 = −δ̃2k3.
Следовательно, h3 + δ̃2k3 = 0. Придадим в (17.48) u и v приращения h3 и k3 соответственно.

Вычитая из полученного уравнения уравнение (17.48), получаем

∆l31∆l21∆l11φ1(u+ δ̃1v) = 0 u, v ∈ V, (17.49)

где l31 = (δ̃1 − δ̃2)k3. Полагая в (17.49) v = 0, мы находим

∆l31∆l21∆l11φ1(u) = 0 u ∈ V. (17.50)

Поскольку X – дискретная группа без кручения, то по теоремам 1.6.1 и 1.6.2 Y – связная

компактная группа. Тогда по теореме 1.9.6 имеем Y (2) = Y . Поэтому гомоморфизм f2 : Y 7→ Y

открыт ([85, (5.9)]). Из 1.13(c) и условия теоремы следует, что δ̃1 ± δ̃2 ∈ Aut(Y ). Тогда из (17.50)

и выражений для l11, l21, l31 вытекает, что существует такая окрестность нуля W группы Y , в

которой выполнено

∆3
hφ1(y) = 0, y, h ∈W. (17.51)

Поскольку Y – компактная группа, то по теореме 1.12.2 для любой ее окрестности нуля W су-

ществует такая компактная подгруппа H в Y , что H ⊂ W и фактор-группа Y/H ∼= Tm × F , где

m ≥ 0, а F – конечная группа. Так как группа Y связна, то F = {0}, т.е. Y/H ∼= Tm. Пусть

p1 : Y 7→ Y/H – естественный гомоморфизм, а p2 : Y/H 7→ Tm – упомянутый выше изомор-

физм. Рассмотрим гомоморфизм p : Y 7→ Tm, определяемый формулой p = p2p1. Поскольку p

– открытый гомоморфизм, то p(W ) – окрестность нуля в Tm. Нам удобно представлять группу

Tm, как множество точек t = (t1, . . . , tm), где −π ≤ tj < π, а операцию в Tm – покоординатное

сложение по модулю 2π. Рассмотрим ограничение уравнения (17.51) на подгруппу H. Функция

φ1(y) – непрерывный многочлен на группе H. Поскольку группа H компактна, то по предложе-

нию 5.7 φ1(y) = const при y ∈ H, а следовательно, φ1(y) = 0 при y ∈ H. Значит, ν̂1(y) = 1 при

y ∈ H. По предложению 2.13 отсюда следует, что ν̂1(y+h) = ν̂1(y), y ∈ Y, h ∈ H. Поэтому функ-

ция ν̂1(y) индуцирует некоторую положительно определенную функцию f1(t) на Tm по формуле

f1(t) = ν̂1(y), t = py. Так как Tm ∼= (Zm)∗, то по теореме Бохнера существует такое распреде-

ление γ1 ∈ M1(Zk), что γ̂1(t) = f1(t), t ∈ Tm. Кроме того, в окрестности нуля p(W ) группы Tm

справедливо представление

f1(t) = e−φ̃1(t), t ∈ p(W ), (17.52)

где φ̃1(t) = φ1(y), t = py. Из (17.51) следует, что φ̃1(t) – обычный многочлен от m переменных

t1, . . . , tm. Поскольку Zm ⊂ Rm, мы можем рассматривать γ1, как распределение в Rm с носи-

телем в Zm, т.е. считать, что функция f1(t) определена в Rm и 2π-периодическая по каждой
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переменной. Из (17.52) следует, что мы находимся в условиях применимости теоремы 2.19, где

F (t) = f1(t), а Φ(t) = e−φ̃1(t). По теореме 2.19 левая часть в (17.52) – целая функция, а пред-

ставление (17.52) справедливо при любом t ∈ Rm. Поскольку φ̃1(t) – непрерывный многочлен и

φ̃1(t) – 2π-периодическая функция по каждой переменной, получаем, что φ̃1(t) = const, t ∈ Rm,

а следовательно, φ̃1(t) = 0, t ∈ Rm. Отсюда f1(t) = 1 при t ∈ Rm, а значит, ν̂1(y) ≡ 1 на Y .

Таким образом, ν1 = E0. Следовательно, µ1 – также вырожденное распределение. Аналогич-

ное рассуждение доказывает, что и µ2 – вырожденное распределение. Доказательство в случае

произвольного n проводится по этой же схеме. �

Из теоремы 1.6.2, леммы 16.1 и теоремы 17.19 непосредственно вытекает следующее утвер-

ждение.

17.20. Следствие. Пусть Y – связная компактная группа, α̃j , β̃j , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, –

топологические автоморфизмы группы Y такие, что β̃iα̃−1
i ± β̃jα̃

−1
j ∈ Aut(Y ) для всех i ̸= j.

Пусть µ̂j(y) – характеристические функции на группе Y , удовлетворяющие уравнению 16.1(i).

Тогда характеристические функции µ̂j(y) имеют вид

µ̂j(y) = (xj , y), xj ∈ X, j = 1, 2, . . . , n.

Следующее утверждение можно рассматривать, как аналог теоремы Хейде для группы X =

Rm при m ≥ 2.

17.21. Теорема. Пусть X = Rm, где m ≥ 2. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые

случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологи-

ческие автоморфизмы группы X такие, что βiα−1
i ±βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Если услов-

ное распределение линейной формы L2 = β1ξ1+· · ·+βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1+· · ·+αnξn

симметрично, то все µj – гауссовские распределения.

Теорема доказывается рассуждением аналогичным рассуждению проведенному при доказа-

тельстве теоремы 17.19.

17.22. Замечание. Теорема 17.21 позволяет доказать лемму 17.13 для группы X = Rm ×G,

где m ≥ 2, а G — конечная 2-примарная группа. После чего, основываясь на этом обобщении

леммы 17.13, может быть доказана и теорема 17.14 для группы X = Rm ×N , где m ≥ 2, а N —

конечная группа.

Мы используем следствие 17.20 для доказательства следующего общего утверждения.

17.23. Предложение. Пусть X = Rm × G, где m ≥ 0, а группа G содержит компактную

открытую подгруппу. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со

значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы

группы X такие, что βiα
−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Предположим, что условное

распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 = α1ξ1 + · · · +
αnξn симметрично. Тогда существуют элементы x′j ∈ X, j = 1, 2, . . . , n такие, что условное

распределение линейной формы L′
2 = β1ξ

′
1+· · ·+βnξ′n при фиксированной L′

1 = α1ξ
′
1+· · ·+αnξ

′
n, где
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ξ′j = ξj−x′j, симметрично, а носители распределений µ′j всех случайных величин ξ′j содержатся

в подгруппе Rm × bG.

Доказательство. Пусть cY – связная компонента нуля группы Y . По теореме 1.11.2 cY =

M×L, гдеM ∼= Rm, а L – связная компактная группа. По лемме 16.1 симметрия условного распре-

деления линейной формы L2 при фиксированной L1 эквивалентна тому, что характеристические

функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению 16.1(i). Очевидно, что L – характеристическая под-

группа группы Y . Поэтому мы можем рассмотреть ограничение уравнения 16.1(i) на подгруппу

L. По следствию 17.20, примененному к группе L, и теореме 1.9.2 мы имеем представление

µ̂j(y) = (xj , y), y ∈ L, j = 1, 2, . . . , n. (17.53)

Подставляя (17.53) в 16.1(i), заключаем, что

2
n∑

j=1

βjxj ∈ A(X,L). (17.54)

Заметим, что A(X,L) = Rm × bG. По теореме 1.9.6 L(2) = L. Из (17.47) и предложения 7.4 тогда

следует, что x0 =
n∑

j=1
βjxj ∈ Rm × bG. Очевидно, что подгруппа Rm × bG характеристическая.

Положим x′1 = x1 − β−1
1 x0, x

′
j = xj , j = 2, . . . , n. Пусть µ′j – распределение на группе X с

характеристической функцией µ̂′j(y) = (−x′j , y)µ̂j(y), j = 1, 2, . . . , n. Так как β−1
1 x0 ∈ Rm × bG =

A(X,L), то

µ̂j(y) = (x′j , y), y ∈ L, j = 1, 2, . . . , n.

Кроме того,
n∑

j=1
βjx

′
j = 0. Отсюда следует, что характеристические функции fj(y) = (−x′j , y)

удовлетворяют уравнению 16.1(i), а значит, и характеристические функции µ̂′j(y) также удовле-

творяют уравнению 16.1(i). Положим ξ′j = ξj−x′j . По лемме 16.1 условное распределение линейной

формы L′
2 = β1ξ

′
1+ · · ·+βnξ′n при фиксированной L′

1 = α1ξ
′
1+ · · ·+αnξ

′
n симметрично. Поскольку

µ̂′j(y) = 1, y ∈ L, j = 1, 2, . . . , n,

то по предложению 2.13 σ(µ′j) ⊂ A(X,L) = Rm × bG. �

17.24. Замечание (ср. с замечанием 13.12). ПустьX = Rm×G, гдеm ≥ 0, а группаG содержит

компактную открытую подгруппу. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные

величины со значениями в группе X и с распределениями µj . Пусть αj , βj – топологические

автоморфизмы группы X такие, что βiα
−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Предположим,

что условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 =

α1ξ1 + · · · + αnξn симметрично. Поскольку подгруппа Rm × bG является характеристической, то

из предложения 17.23 вытекает, что изучая возможные распределения µj , можно предполагать,

что группа X такова, что, G = bG, т.е. группа G состоит из компактных элементов.

Предложение 17.23 может быть усилено, если группа X дискретна. Именно, справедливо сле-

дующее утверждение.
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17.25. Предложение. Пусть X – дискретная группа. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, –

независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µj. Пусть

αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j. Предпо-

ложим, что условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn при фиксированной

L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn симметрично. Тогда существуют элементы x′j ∈ X, j = 1, 2, . . . , n,

такие, что условное распределение линейной формы L′
2 = β1ξ

′
1 + · · · + βnξ

′
n, при фиксированной

L′
1 = α1ξ

′
1+· · ·+αnξ

′
n, где ξ′j = ξj−x′j, симметрично, а носители распределений µ′j всех случайных

величин ξ′j содержатся в подгруппе X(k) при некотором k ≥ 2.

Доказательство. Из предложения 17.23 вытекает, что мы можем доказывать предложение

17.25, предполагая с самого начала, что X – периодическая группа. Ограничимся также доказа-

тельством, считая что число независимых случайных величин n = 2. Случай произвольного n

рассматривается аналогично.

Сохраняем обозначения, использованные при доказательстве теоремы 17.19. Рассуждаем так

же, как в доказательстве теоремы 17.19. Пусть V – симметричная окрестность нуля группы Y

такая, что выполнено включение (17.45). Поскольку X – дискретная группа, то по теореме 1.6.1

Y – компактная группа. Так как мы считаем группу X периодической, то по теореме 1.6.4 группа

Y вполне несвязна. По теореме 1.12.1 существует такая открытая подгруппа M в Y , что M ⊂ V .

Очевидно, что функция φ1(y) удовлетворяет уравнению (17.50) при kj , u ∈ M . Учитывая, что

элементы kj произвольны и δ1 ± δ2 ∈ Aut(X), из уравнения (17.50) и выражений для l11, l21, l31
вытекает, что на подгруппе

L =M ∩ (δ̃1 + δ̃2)(M) ∩ (δ̃1 − δ̃2)(M) ∩ (δ̃1(M))(2) (17.55)

функция φ1(y) удовлетворяет уравнению (17.51), т.е. является непрерывным многочленом на

подгруппе L. Аналогично получаем, что функция φ2(y) также удовлетворяет уравнению (17.51).

Поскольку Y – компактная группа, а подгруппа M открыта, то она замкнута, а значит,

компактна. Следовательно, подгруппа L также компактна. Отсюда, из предложения 5.7 и условия

µ̂j(0) = 1 получаем, что φj(y) = 0 при y ∈ L. Следовательно, ν̂j(y) = 1 при y ∈ L, а значит по

предложению 2.13 σ(νj) ⊂ A(X,L). Положим G = A(X,L). Обозначим

N =M ∩ (δ̃1 + δ̃2)(M) ∩ (δ̃1 − δ̃2)(M).

Тогда N – открытая подгруппа в Y . Заметим, что по теореме 1.9.2 (Y/N)∗ ∼= A(X,N). Так как Y

– компактная группа, а подгруппа N открыта, то фактор-группа Y/N конечна. Следовательно,

аннулятор A(X,N) также конечная подгруппа.

Обозначим P = δ̃1(M)) и рассмотрим аннулятор A(X,P (2)). По теореме 1.9.2 (Y/P (2))∗ ∼=
A(X,P (2)). Поскольку P – открытая подгруппа в Y , то фактор-группа Y/P конечна. Пусть m –

число ее элементов. Отсюда легко следует, что (Y/P (2))(2m) = {0}, а значит и ((Y/P (2))∗)(2m) =

{0}. Мы доказали, таким образом, что аннулятор A(X,P (2)) ограниченная группа. Из (17.55)

следует, что G является наименьшей подгруппой, содержащей подгруппы A(X,N) и A(X,P (2)).

Значит, и G также ограниченная группа.

Поскольку σ(νj) ⊂ G, то по предложению 2.2 каждое из распределений µj сосредоточено на

множестве xj +G при некотором xj ∈ X. Так как группа X периодическая, то элемент xj имеет

конечный порядок. Следовательно, подгруппа, порожденная G и xj , содержится в подгруппе вида
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X(k), при некотором k ≥ 2, а значит носители σ(µj) ⊂ X(k), j = 1, 2. Отметим, что подгруппа

X(k) характеристическая. �

17.26. Замечание. Предложение 17.23 редуцирует задачу описания распределений, которые

характеризуются симметрией условного распределения одной линейной формы при фиксирован-

ной другой, для дискретных групп к дискретным периодическим группам. Заметим, что строе-

ние счетных дискретных периодических абелевых групп достаточно сложное (см. 1.21). В то же

время, предложение 17.25 редуцирует эту задачу к случаю дискретных периодических ограни-

ченных групп. Строение таких групп достаточно простое. Согласно теореме Прюфера каждая

такая группа есть слабое прямое произведение циклических групп.

17.27. Замечание. В условиях предложения 17.25 на самом деле можно утверждать несколь-

ко больше. Именно, из предложения 17.25 вытекает, что все носители σ(µj) содержатся в под-

группе, порожденной X(2) и некоторой конечной группой. Действительно, применяя предложение

17.25 , мы можем считать, что X – ограниченная группа. Тогда по теореме Прюфера X есть сла-

бое прямое произведение циклических групп

X =
∞
P∗
j=1

Xj . (17.56)

Отсюда, по теореме 1.7.2

Y =
∞
P
j=1

Yj ,

где Yj ∼= X∗
j . Следуем схеме доказательства предложения 17.25, предполагая, что X – группа

вида (17.56). Из доказательства предложения 17.25 и (17.55) вытекает, что требуемое включе-

ние будет доказано, если мы проверим, что если P – открытая подгруппа в Y , то аннулятор

A(X,P (2)) содержится в подгруппе, порожденной X(2) и некоторой конечной группой. Из опреде-

ления топологии в прямом произведении вытекает, что не ограничивая общности можно считать,

что

P =
∞
P

j=l+1
Yj

при некотором l. Легко видеть, что тогда P (2) = P ∩Y (2). Поскольку по теореме 1.9.5 A(X,Y (2)) =

X(2), то аннулятор A(X,P (2)) совпадает с подгруппой порожденной X(2) и конечной группой
l
P
j=1

Xj . Отметим, что, вообще говоря, подгруппа, порожденная X(2) и конечной группой, не яв-

ляется характеристической.

Утверждение о том, что все носители σ(µj) содержатся в подгруппе, порожденной X(2) и неко-

торой конечной группой, не может быть усилено. Действительно, пусть X дискретная группа,

порожденная X(2) и некоторой конечной группой. Предположим, что δ, I±δ ∈ Aut(X). Докажем,

что существуют независимые одинаково распределенные случайные величины ξ1 и ξ2 со значе-

ниями в группе X и с распределением µ, такие что условное распределение линейной формы

L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично, а σ(µ) = X.

Очевидно, что группа X ограничена. Поэтому по теореме Прюфера X есть слабое прямое

произведение циклических групп. Отсюда следует, что мы можем представить группу X в виде

X = G×K, где G = G(2), а K — конечная группа.

229



Пусть ξ1 и ξ2 — независимые одинаково распределенные случайные величины со значениями

в группе X и с распределением µ = ρ ∗mK , где ρ — распределение на подгруппе X(2) такое, что

σ(ρ) = X(2). Ясно, что σ(µ) = X. Обозначим f(y) = µ̂(y). Проверим, что условное распределение

линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично. По лемме 16.1 для

этого достаточно проверить, что характеристическая функция распределения µ удовлетворяет

уравнению 16.1(i), которое принимает вид (17.13), где ε = δ̃. Так как по 2.7(c) f(y) = ρ̂(y)m̂K(y),

то для проверки того, что функция f(y) удовлетворяет уравнению (17.13), достаточно проверить,

что каждый из сомножителей ρ̂(y) и m̂K(y) удовлетворяет уравнению (17.13).

Из замечания 16.3 вытекает, что функция ρ̂(y) удовлетворяет уравнению (17.13). Для про-

верки того функция m̂K(y) удовлетворяет уравнению (17.13), по предложению 17.6 достаточно

проверить, что γ(K) = K, где γ = (I + δ)−1(I − δ). По лемме 13.3 проверка этого утверждения

равносильна проверке того, что γ̃(A(Y,K)) = A(Y,K). Очевидно, что A(Y,K) ∼= G∗. Так как

G = G(2), то и G∗ = (G∗)(2). Следовательно, γ̃ действует на подгруппе A(Y,K), как тождествен-

ный автоморфизм, а поэтому γ̃(A(Y,K)) = A(Y,K).

Для доказательства теоремы Хейде для дискретных групп и двух независимых случайных

величин нам понадобятся следующие леммы.

17.28. Лемма. Пусть X – дискретная периодическая группа, не содержащая элементов

порядка 2. Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины со значениями

в группе X и с распределениями µj такими, что все характеристические функции µ̂j(y) ≥ 0.

Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что βiα−1
i ± βjα

−1
j ∈ Aut(X) для всех i ̸= j.

Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn при фиксированной L1 =

α1ξ1 + · · · + αnξn симметрично, то все характеристические функции µ̂j(y) ≡ 1 на некоторой

открытой подгруппе B ⊂ Y .

Доказательство. Так как X – дискретная и периодическая группа, то по теоремам 1.6.1 и

1.6.4 группа Y компактна и вполне несвязна. Из компактности группы Y следует, что Y (2) =

Y (2). Поскольку X(2) = {0}, то по теореме 1.9.2 Y (2) = Y . Отсюда Y (2) = Y и, следовательно,

гомоморфизм f2 : Y → Y открыт. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 17.19, и

ограничиваясь случаем n = 2, мы приходим к уравнению (17.51) для функции φ1(y) = − log µ̂1(y)

в некоторой окрестности нуляW группы Y . По теореме 1.12.1W содержит компактную открытую

подгруппу B1. Поскольку подгруппа B1 открыта, то она замкнута, а значит, компактна. Поэтому

по предложению 5.7 функция φ1(y) = 0 на B1. Отсюда следует, что µ̂1(y) = 1 при y ∈ B1.

Аналогично рассуждаем для распределения µ2 и находим подгруппу B2 такую, что µ̂2(y) = 1

при y ∈ B2. Положим B = B1 ∩B2. �

17.29. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе

X, имеющие распределения µ1 = mK1 , µ2 = mK2 , где K1, K2 – конечные подгруппы группы X.

Пусть f2, δ, I ± δ ∈ Aut(X). Тогда из симметрии условного распределения линейной формы

L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 следует, что K1 = K2 = K и δ(K) = K.

Доказательство. Положим f(y) = m̂K1(y), g(y) = m̂K2(y), ε = δ̃, α = I + ε, β = I − ε, κ =

βα−1. Тогда κ = γ̃, где γ = (I+δ)−1(I−δ). По лемме 16.1 из симметрии условного распределения

линейной формы L2 при фиксированной L1 следует, что характеристические функции f(y) и g(y)
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удовлетворяют уравнению (17.1). Из (17.1) вытекает (17.2). Обозначим Hj = A(Y,Kj), j = 1, 2.

Из (17.2) следует, что если κy ∈ H2, то y ∈ H2. Отсюда по лемме 13.2 γ(K2) ⊃ K2. Поскольку K2

– конечная группа, то

γ(K2) = K2. (17.57)

Заметим теперь, что I + γ = f2(I + δ)−1, I − γ = f2δ(I + δ)−1. Поскольку f2 ∈ Aut(X), то

I ± γ ∈ Aut(X) и δ = (I − γ)(I + γ)−1. Из (17.57) тогда следует, что δ(K2) = K2 и по лемме 13.3

ε(H2) = H2. Рассмотрим ограничение уравнения (17.1) на подгруппу H2. Получаем

f(u+ v) = f(u− v), u, v ∈ H2.

Следовательно,

f(2y) = 1, y ∈ H2. (17.58)

Поскольку f2 ∈ Aut(X), а K2 – конечная группа, то (K2)
(2) = K2, и по лемме 13.3, (H2)

(2) = H2.

Из (17.58) теперь вытекает, что f(y) = 1 при y ∈ H2. Значит, H2 ⊂ H1. Аналогично, из (17.1) мы

получаем, что ε(H1) = H1 и на H1 выполнено

g(2εy) = 1, y ∈ H1.

Отсюда вытекает, что H1 ⊂ H2. Итак, H1 = H2 = H, а следовательно K1 = K2 = K. Поскольку

ε(H) = H, то по лемме 13.3 δ(K) = K. �

17.30. Теорема. Пусть X – дискретная группа, не содержащая элементов порядка 2. Пусть

ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и

µ2. Пусть αj , βj – автоморфизмы группы X такие, что β1α−1
1 ±β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если условное

распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симмет-

рично, то µ1, µ2 ∈ I(X).

Доказательство. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 17.1, мы сводим дока-

зательство теоремы к случаю, когда линейные формы L1 и L2 имеют вид L1 = ξ1+ξ2, L2 = ξ1+δξ2,

где δ, I ± δ ∈ Aut(X). Обозначим f(y) = µ̂1(y), g(y) = µ̂2(y), ε = δ̃. По лемме 16.1 из симметрии

условного распределение линейной формы L2 при фиксированной L1 следует, что характеристи-

ческие функции µ̂j(y) удовлетворяют уравнению (16.24), которое принимает вид (17.1). Положим

νj = µj ∗ µ̄j . Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂j(y) = |µ̂j(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . Очевидно, что харак-

теристические функции ν̂j(y) также удовлетворяют уравнению (16.24). Если мы докажем, что

νj ∈ I(X), то из 2.7(b) и 2.7(e) будет следовать, что и µj ∈ I(X). Это дает нам возможность

решать уравнение (17.1) в предположении, что f(y) ≥ 0, g(y) ≥ 0, f(−y) = f(y), g(−y) = g(y).

Мы докажем, что в этом случае f(y) = g(y) = m̂K(y), где K – некоторая подгруппа группы X.

Отсюда будет следовать утверждение теоремы.

Из замечания 17.22 вытекает, что мы можем с самого начала предполагать группу X периоди-

ческой. Обозначим Ef = {y ∈ Y : f(y) = 1}, Eg = {y ∈ Y : g(y) = 1}. Тогда по предложению 2.13

σ(µ1) ⊂ A(X,Ef ) = F, σ(µ2) ⊂ A(X,Eg) = G. В силу леммы 17.28 существует такая открытая

подгруппа B, что B ⊂ Ef ∩Eg. Обозначим S = A(X,B). Тогда F и G – подгруппы в S. Поскольку

подгруппа L открыта, то по теореме 1.9.4 S – компактная группа, а так как группа X дискретна,

то S – конечная группа. Следовательно, F и G – также конечные группы.
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Заметим теперь, что уравнению (17.1) при любом натуральном n удовлетворяют и характе-

ристические функции fn(y) и gn(y), т.е.

fn(u+ v)gn(u+ ϵv) = fn(u− v)gn(u− ϵv), u, v ∈ Y. (17.59)

Очевидно, что существуют пределы

f̄(y) = lim
n→∞

fn(y) =

1, если y ∈ Ef ,

0, если y ̸∈ Ef ,
ḡ(y) = lim

n→∞
gn(y) =

1, если y ∈ Eg,

0, если y ̸∈ Eg.

Поскольку по теореме 1.9.1 Ef = A(Y, F ), Eg = A(Y,G), то из 2.14(i) следует, что

m̂F (y) =

1, если y ∈ Ef ,

0, если y ̸∈ Ef ,
m̂G(y) =

1, если y ∈ Eg,

0, если y ̸∈ Eg.

Следовательно,

m̂F (y) = f̄(y), m̂G(y) = ḡ(y).

Пусть ζ1 и ζ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями

λ1 = mF и λ2 = mG. Из (17.59) следует, что характеристические функции f̄(y) и ḡ(y) также

удовлетворяют уравнению (17.1). По лемме 16.1 отсюда следует, что условное распределение

линейной формы L2 = ζ1 + δζ2 при фиксированной L1 = ζ1 + ζ2 симметрично. Мы находимся в

условиях применимости леммы 17.29. Из леммы 17.29 вытекает, что F = G и δ(G) = G.

Вернемся к случайным величинам ξ1 и ξ2 и линейным формам L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2.

Так как σ(µj) ⊂ G, то ξj принимают значения в конечной группе G. Поскольку δ(G) = G, то мы

находимся в условиях применимости следствия 17.2. По следствию 17.2 µj = mK ∗ Exj , где K –

некоторая конечная подгруппа группы X, а xj ∈ X, j = 1, 2. �

Из доказательства теоремы 17.30 вытекает следующее утверждение.

17.31. Следствие. Пусть X – дискретная группа, не содержащая элементов порядка 2.

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределе-

ниями µ1 и µ2. Пусть δ – автоморфизм группы X такой, что I ± δ ∈ Aut(X). Если условное

распределение линейной формы L2 = ξ1 + δξ2 при фиксированной L1 = ξ1 + ξ2 симметрично,

то µj = mK ∗ Exj , где K – некоторая подгруппа группы X, а xj ∈ X, j = 1, 2. Кроме того,

δ(K) = K.

17.32. Замечание. Из теоремы 17.30 и замечания 17.22 вытекает следующее утверждение.

Пусть X = Rm ×N , где m ≥ 0, а N — дискретная группа, не содержащая элементов порядка 2.

Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группеX и с распределениями

µ1 и µ2. Пусть αj , βj – топологические автоморфизмы группы X такие, что β1α
−1
1 ± β2α

−1
2 ∈

Aut(X). Если условное распределение линейной формы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной

L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симметрично, то µj = γj ∗ πj , где γj ∈ Γ(Rm), πj ∈ I(X), j = 1, 2.

Предложение 17.25 позволяет обобщить теорему 17.8 на дискретные группы.
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17.33. Теорема. Пусть X – дискретная группа, G – подгруппа в X, состоящая из всех эле-

ментов, порядки которых являются степенями числа 2. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные

величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2. Пусть αj , βj – автоморфизмы

группы X такие, что β1α
−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Если условное распределение линейной фор-

мы L2 = β1ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + α2ξ2 симметрично, то µj = ρj ∗ πj, где

σ(ρj) ⊂ G, πj ∈ I(X), j = 1, 2.

Доказательство. Учитывая предложение 17.25, мы можем доказывать теорему, считая что

X = X(k) при некотором k ≥ 2. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 17.8, ис-

пользуя те же обозначения и следствие 17.31 вместо следствия 17.2, мы сводим доказательство

теоремы к к решению уравнения (17.24) при условиях (17.23). При решении уравнения (17.24)

при доказательстве теоремы 17.8 мы опирались на следствие 17.3, которое в свою очередь вы-

текает из конечности группы автоморфизмов конечной группы. Сейчас мы будем рассуждать

по-другому.

Полагая в (17.24) h′ = h, b′ = b, получаем

f̃(2(h, b))g̃((I + ε̂)(h, b)) = g̃((I − ε̂)(h, b)), (h, b) ∈ H ×B. (17.60)

Обозначим Am = H(2m) × B, при m ≥ 1 и A0 = B. Отметим, что Am — характеристическая

подгруппа группы H×B при любом m ≥ 0. Из X = X(k) следует, что порядки элементов группы

G ограничены. Поэтому существует такое l, что G(2l) = {0}. Значит H(2l) = H, а следовательно,

Y/E = Al.

Покажем индукцией по m, где 2m — порядок элемента h, что f̃(h, b) = g̃(h, b) = 0 при b ̸= 0.

Из (17.23) следует, что на A0 выполнено f̃(h, b) = g̃(h, b) = 0 при b ̸= 0. Пусть f̃(h, b) = g̃(h, b) = 0

при (h, b) ∈ Am, b ̸= 0. Рассмотрим ограничение уравнения (17.60) на Am+1. Тогда 2(h, b) ∈ Am.

Значит f̃(2(h, b)) = 0 при b ̸= 0 по предположению индукции. Тогда из (17.60) вытекает, что

g̃((I − ε̂)(h, b)) = 0 при (h, b) ∈ Am+1, b ̸= 0. Так как I − ε̂ ∈ Aut(Y/E), то отсюда следует, что

g̃(h, b) = 0 при (h, b) ∈ Am+1, b ̸= 0. Аналогично проверяем, что f̃(h, b) = 0 при (h, b) ∈ Am+1,

b ̸= 0. Таким образом, мы получаем представление

f̃(h, b) =

f0(h), если b = 0,

0, если b ̸= 0,
g̃(h, b) =

g0(h), если b = 0,

0, если b ̸= 0,
(17.61)

где f0(h) = f̃(h, 0), g0(h) = g̃(h, 0). Рассуждая далее так же, как и при доказательстве теоремы

17.8, из (17.61) получаем утверждение теоремы. �
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Приложение A

Функциональные уравнения Каца–Бернштейна и Скитовича–
Дармуа на локально компактных абелевых группах

Пусть X – локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности,

Y – ее группа характеров. Рассмотрим функциональное уравнение Скитовича–Дармуа 10.1(i). Из

теоремы 10.3 и замечания 10.4 вытекает, что эквивалентны следующие утверждения:

(i) для любых автоморфизмов α̃j , β̃j ∈ Aut(Y ) все решения уравнения 10.1(i) в классе не обра-

щающихся в нуль непрерывных нормированных положительно определенных функций являются

характеристическими функциями гауссовских распределений;

(ii) группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T.

В этом приложении мы опишем группы Y , для которых при n = 2 все решения уравнения

Скитовича–Дармуа 10.1(i) в классе не обращающихся в нуль непрерывных нормированных эрми-

товых функций являются функциями гауссовского типа. Затем мы решаем аналогичную задачу в

классе измеримых относительно меры Хаара функций и рассматриваем также некоторые близкие

вопросы.

A.1. Определения и обозначения. Мы будем предполагать, что X – локально компактная

абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, а Y – ее группа характеров. Авто-

морфизм α ∈ Aut(X) называется регулярным, если уравнение αx = x, x ∈ X, имеет единствен-

ное решение x = 0. Группа X называется регулярно полной (см. [8]), если все ее топологические

автоморфизмы, кроме тождественного, регулярны. Через bX обозначим боровскую компакти-

фикацию группы X. Обозначим через Yd группу Y , рассматриваемую в дискретной топологии.

Отметим, что (bX)∗ ∼= Yd ([85, (26.12)]). Если x1, . . . , xk ∈ X, то через ⟨x1, . . . , xk⟩ обозначим под-

группу группыX, порожденную элементами xj , т.е. множество элементов вида x = l1x1+· · ·+lkxk,
где lj ∈ Z. Функцию f(y) будем называть эрмитовой, если

f(−y) = f(y), y ∈ Y.

Из теоремы Бохнера и 2.7(d) следует, что любая положительно определенная функция является

эрмитовой.

Мы обсудим вначале вопрос, когда не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные

эрмитовы решения функционального уравнения Каца–Бернштейна являются функциями гаус-

совского типа.

A.2. Предложение. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) любые не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы функции fj(y) на

группе Y , удовлетворяющие уравнению

(i) f1(u+ v)f2(u− v) = f1(u)f1(v)f2(u)f2(−v), u, v ∈ Y,

представимы в виде

(ii) fj(y) = (xj , y) exp{φ(y)}, y ∈ Y,
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где xj ∈ X, а φ(y) — вещественнозначная непрерывная функция, удовлетворяющая уравнению

2.14(ii);

(b) группа X не содержит элементов порядка 2.

Доказательство. (a) ⇒ (b). Предположим, что группа X содержит элементы порядка 2.

Пусть x0 ∈ X(2), x0 ̸= 0. Тогда G = ⟨x0⟩ ∼= Z(2). Положим H = A(Y,G). Отметим, что так как

G ⊂ X(2), то по теоремам 1.9.1 и 1.9.5 H ⊃ Y (2). Пусть a ∈ R, a ̸= 0, a ̸= ±1. Рассмотрим на

группе Y функции

f1(y) =

1, если y ∈ H,

a, если y ̸∈ H,
f2(y) =

1, если y ∈ H,

1/a, если y ̸∈ H.

Так как подгруппа H — аннулятор компактной подгруппы G, то по теореме 1.9.4 подгруппа H

открыта в Y . Следовательно, fj(y) — непрерывные функции. Очевидно также, что функции fj(y)

не обращаются в нуль, нормированы и эрмитовы. Проверим, что функции fj(y) удовлетворяют

уравнению (i). Очевидно, что при любых u, v ∈ Y правая часть уравнения (i) равна 1. Предпо-

ложим, что существуют такие u, v ∈ Y , что левая часть уравнения (i) не равна 1. Тогда либо

u + v ∈ H, u − v ̸∈ H, либо u + v ̸∈ H, u − v ∈ H. В каждом из этих случаев получаем, что

2u ̸∈ H, что невозможно, так как H ⊃ Y (2). Итак, функции fj(y) удовлетворяют уравнению (i)

и, очевидно, не представимы в виде (ii).

(b)⇒ (a). Пусть X(2) = {0}. Тогда по теореме 1.9.5

Y = Y (2). (A.1)

По замечанию 7.15 на подгруппе Y (2) имеет место представление

fj(y) = (xj , y) exp{φ(y)}, y ∈ Y (2), (A.2)

где xj ∈ X, а функция φ(y) непрерывна и удовлетворяет уравнению 2.14(ii). Искомое представ-

ление вытекает из (A.1) и (A.2). �

A.3. Пусть в уравнении A.2(i) f1(y) = f2(y) = f(y), т.е. функция f(y) удовлетворяет уравне-

нию

f(u+ v)f(u− v) = f2(u)f(v)f(−v), u, v ∈ Y. (A.3)

Обсудим теперь следующий вопрос. Для каких групп Y все не обращающиеся в нуль непрерывные

нормированные эрмитовы решения уравнения (A.3) имеют вид

f(y) = (x, y) exp{φ(y)}, (A.4)

где x ∈ X, а φ(y) — вещественнозначная непрерывная функция, удовлетворяющая уравнению

2.14(ii)? Оказывается, что соответствующий класс групп шире класса групп, описанного в пред-

ложении A.2.

A.4. Предложение. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) любая не обращающаяся в нуль непрерывная нормированная эрмитова функция f(y), удо-

влетворяющая уравнению (A.3), представима в виде (A.4);
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(b) группа X содержит не более одного элемента порядка 2.

Доказательство. (a) ⇒ (b). Предположим, что группа X содержит более одного элемента

порядка 2. Возьмем x1, x2 ∈ X(2), xj ̸= 0, x1 ̸= x2, и рассмотрим подгруппу G = ⟨x1, x2⟩,
порожденную элементами x1 и x2. Тогда G ∼= (Z(2))2. Положим H = A(Y,G) и заметим, что так

как G ⊂ X(2), то по теоремам 1.9.1 и 1.9.5 H ⊃ Y (2). Рассмотрим на группе Y функцию

f(y) =

1, если y ∈ H,

−1, если y ̸∈ H.

Так как подгруппа H — аннулятор компактной подгруппы G, то по теореме 1.9.2 подгруппа H

открыта в Y . Следовательно, f(y) — непрерывная функция. Очевидно также, что функция f(y)

не обращается в нуль, нормирована и эрмитова. Проверка того, что функция f(y) удовлетворяет

уравнению (A.3) повторяет рассуждение в доказательстве необходимости в предложении A.2. По

теореме 1.9.4 G∗ ∼= Y/H. Следовательно, Y/H ∼= (Z(2))2. Отсюда вытекает, что функция f(y) не

является характером группы Y и поэтому не представима в виде (A.4).

(b)⇒ (a). Если группа содержит не более одного элемента порядка 2, то либо X(2) = {0}, либо

X(2)
∼= Z(2). Положим φ(y) = log |f(y)|. Из эрмитовости функции f(y) вытекает, что |f(−y)| =

|f(y)|. Учитывая это, из уравнения (A.3) получаем, что φ(y) – вещественнозначная непрерывная

функция, удовлетворяющая уравнению 2.14(ii).

Положим l(y) = f(y)/|f(y)|. Очевидно, что функция l(y) непрерывна, удовлетворяет уравне-

нию 9.5(ii) и условиям: l(−y) = l(y), |l(y)| = 1, при всех y ∈ Y, l(0) = 1. Поэтому по следствию

9.13 l(y) – характер группы Y . По теореме двойственности Понтрягина функция l(y) представима

в виде l(y) = (x, y), где x ∈ X. Таким образом, функция f(y) представима в виде (A.4). �

Изучим теперь вопрос, когда не обращающиеся в нуль измеримые нормированные эрмитовы

решения функционального уравнения Каца–Бернштейна A.2(i) являются функциями гауссовско-

го типа. Нам понадобятся следующие хорошо известные утверждения.

A.5. Лемма. Измеримая функция φ(y) на группе Y , удовлетворяющая уравнению 2.14(ii),

непрерывна.

Доказательство. Очевидно, что любая функция φ(y), удовлетворяющая уравнению 2.14(ii),

является алгебраическим многочленом на группе Y . Поскольку φ(y) — измеримая функция, а лю-

бой измеримый алгебраический многочлен на локально компактной абелевой группе непрерывен

(см. например, [111], теорема 3.11), то функция φ(y) — непрерывна. �

A.6. Лемма ([85, (22.19)]). Измеримая функция l(y) на группе Y , удовлетворяющая уравнению

(i) l(u+ v) = l(u)l(v), u, v ∈ Y,

непрерывна.

A.7. Предложение. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) любые не обращающиеся в нуль измеримые нормированные эрмитовы функции fj(y), удо-

влетворяющие уравнению A.2(i), представимы в виде A.2(ii);

(b) боровская компактификация bX группы X не содержит элементов порядка 2.
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Доказательство. (a)⇒ (b). Поскольку (bX)∗ ∼= Yd, то по теореме 1.9.5 условие (bX)(2) = {0}
равносильно условию Y = Y (2). Поэтому, если (bX)(2) ̸= {0}, то Y ̸= Y (2). Пусть a ∈ R, a ̸= 0, a ̸=
±1. Рассмотрим на группе Y функции

f1(y) =

1, если y ∈ Y (2),

a, если y ̸∈ Y (2),
f2(y) =

1, если y ∈ Y (2),

1/a, если y ̸∈ Y (2).

Поскольку группа Y удовлетворяет второй аксиоме счетности, подгруппа Y (2) измерима. Оче-

видно, что функции fj(y) измеримы, не обращаются в нуль, нормированы и эрмитовы. Проверка

того, что функции fj(y) удовлетворяют уравнению A.2(i) проводится так же, как в доказатель-

стве необходимости в предложении A.2. Очевидно, что функции fj(y) не представимы в виде

A.2(ii). Отметим, что так как подгруппа Y (2) не обязательно открыта, то функции fj(y) могут

быть разрывными.

(b) ⇒ (a). Пусть (bX)(2) = {0}. Как было отмечено выше, отсюда следует, что Y = Y (2). По

замечанию 7.15 на подгруппе Y (2) имеет место представление

fj(y) = lj(y) exp{φ(y)}, y ∈ Y (2), (A.5)

где каждая из функций lj(y) на подгруппе Y (2) удовлетворяет уравнению A.6(i). Поэтому пред-

ставление (A.5) имеет место на всей группе Y . Поскольку φ(y) = log |fj(y)|, j = 1, 2, то функция

φ(y) измерима. Следовательно, по лемме A.5 функция φ(y) непрерывна. Функции lj(y) по лемме

A.6 также непрерывны, т.е. lj(y) – характеры группы Y , а следовательно, по теореме двойствен-

ности Понтрягина функции lj(y) представимы в виде lj(y) = (xj , y), где xj ∈ X, j = 1, 2. �

A.8. Предложение. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) любая не обращающаяся в нуль измеримая нормированная эрмитова функция f(y), удо-

влетворяющая уравнению (A.3), представима в виде (A.4);

(b) боровская компактификация bX группы X содержит не более одного элемента порядка

2.

Доказательство. (a) ⇒ (b). Предположим, что подгруппа (bX)(2) содержит более одного

элемента порядка 2. Поскольку (bX)∗ ∼= Yd, то по теоремам 1.9.2 и 1.9.5
(
(bX)(2)

)∗ ∼= Yd/(Yd)
(2).

Следовательно, разложение группы Y по подгруппе Y (2) содержит по крайней мере 4 класса

смежности. Рассмотрим на группе Y функцию

f(y) =

1, если y ∈ Y (2),

−1, если y ̸∈ Y (2).

Поскольку группа Y удовлетворяет второй аксиоме счетности, подгруппа Y (2) измерима. Оче-

видно, что функция f(y) измерима, не обращается в нуль, нормирована и эрмитова. Проверка

того, что функция f(y) удовлетворяет уравнению (A.3) повторяет рассуждение в доказательстве

необходимости в предложении A.2. Поскольку разложение группы Y по подгруппе Y (2) содер-

жит по крайней мере 4 класса смежности, то легко видеть, что функция f(y) не удовлетворяет

уравнению A.6(i) и поэтому не представима в виде (A.4).
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(b) ⇒ (a). Представление |f(y)| = exp{φ(y)}, где функция φ(y) удовлетворяет уравнению

2.14(ii), вытекает из того, что функция f(y) эрмитова и удовлетворяет уравнению (A.3). По-

скольку функция φ(y) измерима, то по лемме A.5 функция φ(y) непрерывна.

Положим l(y) = f(y)/|f(y)|. Воспользуемся замечанием 7.15, считая f1(y) = f2(y) = f(y). По

замечанию 7.15 имеет место представление (A.5).

Пусть (bX)(2) = {0}. Поскольку (bX)∗ ∼= Yd, то по теореме 1.9.5 условие (bX)(2) = {0} равно-

сильно условию Y = Y (2). Следовательно, функция l(y) на группе Y удовлетворяет уравнению

A.6(i). По лемме A.6 функция l(y) непрерывна. По теореме двойственности Понтрягина функция

l(y) представима в виде l(y) = (x, y), где x ∈ X. Таким образом, функция f(y) представима в

виде (A.4). В этом случае предложение доказано.

Пусть (bX)(2) ∼= Z(2). Поскольку (bX)∗ ∼= Yd, то по теоремам 1.9.2 и 1.9.5 условие (bX)(2) ∼=
Z(2) равносильно тому, что разложение группы Y по подгруппе Y (2) состоит из двух классов

смежности, т.е. Y = Y (2) ∪ (y0 + Y (2)). Поскольку группа Y удовлетворяет второй аксиоме счет-

ности, то подгруппа Y (2) измерима. Мера Хаара подгруппы Y (2) не может равняться нулю, ибо

тогда и мера Хаара группы Y равнялась бы нулю. Но если мера Хаара подгруппы Y (2) положи-

тельна, то Y (2) содержит некоторую окрестность нуля группы Y ([85, (20.17)]). Следовательно,

подгруппа Y (2) открыта, а значит, замкнута и поэтому локально компактна. Функция l(y) изме-

рима и удовлетворяет уравнению A.6(i) на локально компактной абелевой группе Y (2). По лемме

A.6 функция l(y) непрерывна на подгруппе Y (2), а значит, является характером подгруппы Y (2).

По теореме 1.9.2 существует такой элемент x0 ∈ X, что l(y) = (x0, y) при y ∈ Y (2). Положим

m(y) = l(y)/(x0, y). Дальнейшее рассуждение, доказывающее, что m(y) — характер группы Y ,

а следовательно, и l(y) — характер группы Y , совпадает с доказательством соответствующего

утверждения в предложении 9.11. �

A.9. Замечание. Как вытекает из лемм 7.8 и 7.9, следующие классы групп Y совпадают:

(a) класс групп Y , для которых все не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные по-

ложительно определенные функции fj(y), удовлетворяющие уравнению A.2(i), имеют вид A.2(ii);

(b) класс групп Y таких, что группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T.

Сравнивая этот результат с предложениями A.2 и A.7, мы видим, что с усилением ограни-

чений на не обращающиеся в нуль нормированные эрмитовы решения уравнения A.2(i) (изме-

римые, непрерывные, непрерывные положительно определенные), расширяется класс групп, для

которых эти решения имеют вид A.2(ii) (bX не содержит элементов порядка 2, X не содержит

элементов порядка 2, X не содержит подгруппы, топологически изоморфной T). Аналогично об-

стоит дело и с уравнением (A.3) (см. предложения A.3 и A.8), поскольку, как вытекает из лемм

9.7 и 9.9, следующие классы групп Y совпадают:

(a′) класс групп Y , для которых любая не обращающаяся в нуль непрерывная нормированная

положительно определенная функция f(y), удовлетворяющая уравнению (A.3), имеет вид (A.4);

(b′) класс групп Y таких, что группа X не содержит подгруппы, топологически изоморфной

T2.
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A.10. Перейдем теперь к изучению вопроса, когда при n = 2 не обращающиеся в нуль непре-

рывные нормированные эрмитовы решения функционального уравнения Скитовича–Дармуа

10.1(i) являются функциями гауссовского типа. Легко видеть, что при n = 2 изучение вопро-

са о представлениях решений уравнения 10.1(i) сводится к вопросу о представлениях решений

уравнения (10.23), т.е. уравнения

f1(u+ v)f2(u+ εv) = f1(u)f1(v)f2(u)f2(εv), u, v ∈ Y. (A.6)

A.11. Теорема. Пусть группа Y топологически не изоморфна группе Z(2). Пусть ε – про-

извольный топологический автоморфизм группы Y, ε ̸= I. Тогда следующие утверждения эк-

вивалентны:

(a) любые не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы функции fj(y) на

группе Y , удовлетворяющие уравнению (A.6), представимы в виде

(i) fj(y) = (xj , y) exp{φj(y)}, y ∈ Y,

где xj ∈ X, а φj(y) — непрерывная вещественнозначная функция, удовлетворяющая уравнению

2.14(ii);

(b) группа X регулярно полна.

Доказательство. (a)⇒ (b). Пусть группа X не регулярно полна. Докажем, что существуют

такой автоморфизм ε ∈ Aut(Y ), ε ̸= I, и не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные

эрмитовы функции fj(y) на группе Y , удовлетворяющие уравнению (A.6), и не представимые в

виде (i). По условию существует не регулярный автоморфизм δ ∈ Aut(X), δ ̸= I. Обозначим

G = Ker(δ − I), H = A(Y,G). Положим ε = δ̃. Так как G ̸= {0}, то по 1.13(b)

H = (ε− I)Y ̸= Y. (A.7)

Рассмотрим фактор-группу Y/H. Из (A.7) вытекает, что Y/H ̸= {0}. Поскольку ε(H) ⊂ H, то

ε индуцирует некоторый гомоморфизм ε̂ на фактор-группе Y/H. Так как для любого y ∈ Y

выполнено εy− y ∈ H, то ε̂[y] = [y] для любого [y] ∈ Y/H, т.е. ε̂ = I. Пусть h([y]) — произвольная

не обращающаяся в нуль непрерывная нормированная эрмитова функция на фактор-группе Y/H.

Положим

f1(y) = h([y]), f2(y) = 1/h([y]).

Очевидно, что fj(y) – не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы функции

на группе Y . Так как ε̂ = I, то, очевидно, что функции fj(y) удовлетворяют уравнению (A.6).

Очевидно также, что функцию h([y]) можно выбрать таким образом, чтобы функции fj(y) не

были представимы в виде (i).

(b) ⇒ (a). Пусть группа X регулярно полна. Возьмем произвольный автоморфизм ε ∈
Aut(Y ), ε ̸= I. Поскольку автоморфизм δ = ε̃ регулярен, то G = Ker(δ − I) = {0}, а значит, в

силу 1.13(b)

A(Y,G) = (ε− I)Y = Y. (A.8)

По лемме 12.3 каждая из функций fj(y) удовлетворяет уравнению 12.3(ii) при u ∈ (ε− I)Y, v ∈
Y . Так как функция fj(y) непрерывна, то из (A.8) следует, что функция fj(y) удовлетворяет
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уравнению 12.3(ii) при любых u, v ∈ Y . Заметим теперь, что X ̸= X(2). Действительно, если

X = X(2), то по теореме 1.11.5 группа X топологически изоморфна группе

Z(2)n × Z(2)m∗, (A.9)

где n и m – произвольное кардинальное число, Z(p)n рассматривается в обычной топологии, а

Z(p)m∗ рассматривается в дискретной топологии. Поскольку X ̸∼= Z(2) и X – группа вида (A.9),

то такая группа не является регулярно полной. Поскольку X ̸= X(2), то −I ̸= I. Так как группа

X регулярно полна, то, в частности, −I – регулярный автоморфизм группы X. Следовательно,

X(2) = {0}. Искомое представление для функции fj(y) вытекает из предложения A.4. �

Пусть ε ∈ Aut(Y ), δ = ε̃. Предположим, что группа X не регулярно полна. Доказательство

необходимости в теореме A.11 показывает, что условие регулярности автоморфизма δ является

необходимым, для того чтобы все не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмито-

вы решения уравнения (A.6) были представимы в виде A.11(i). Пусть автоморфизм δ ∈ Aut(X)

регулярен. Возникает естественный вопрос: для каких групп Y из регулярности δ следует, что

все не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы решения уравнения (A.6)

имеют видA.11(i)? Естественно при изучении этого вопроса ограничиться такими группами Y ,

которые обладают тем свойством, что на группе X существуют регулярные автоморфизмы. В

частности, для таких групп, очевидно, подгруппа X(2) топологически не изоморфна Z(2). Нам

понадобятся несколько лемм.

A.12. Лемма. Пусть ε ∈ Aut(Y) и δ = ε̃ – регулярный автоморфизм. Предположим, что

не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы функции fj(y) удовлетворяют

уравнению (A.6). Тогда они представимы в виде

(i) fj(y) = mj(y)(xj , y) exp{φj(y)},

где mj(y) – Y (2)-инвариантные непрерывные нормированные эрмитовы функции, удовлетворяю-

щие уравнению (A.6) и принимающие значения ±1, xj ∈ X, φj(y) – вещественнозначные непре-

рывные функции, удовлетворяющая уравнению 2.16(ii).

Доказательство. Положим φj(y) = log |fj(y)|. Принимая во внимание, что δ — регулярный

автоморфизм, и рассуждая так же, как и при доказательстве достаточности в теореме A.11, мы

получаем, что каждая из функций fj(y) удовлетворяет уравнению 12.3(ii) при любых u, v ∈ Y .

Учитывая эрмитовость функций fj(y) из уравнения 12.3(ii) следует, что функция φj(y) удовле-

творяют уравнению 2.16(ii). Очевидно, что функция φj(y) непрерывна.

Положим lj(y) = fj(y)/|fj(y)|. Очевидно, что каждая из функций lj(y) удовлетворяет усло-

виям следствия 9.12. Применяя следствие 9.12, получаем требуемое утверждение. �

Введем следующее обозначение. Пусть Y = (Z(2))n, ε ∈ Aut(Y ), y ∈ Y . Обозначим через |y|
такое натуральное k, что элементы y, εy, . . . , εk−1y независимы, а εky ∈ ⟨y, εy, . . . , εk−1y⟩.

A.13. Лемма. Пусть Y = (Z(2))n, где n = 2, 3, 5. Пусть ε — регулярный автоморфизм

группы Y . Тогда существует такой элемент ζ ∈ Y , что |ζ| = n.

Доказательство. Заметим вначале, что не существует подгруппы A в Y такой, что A ∼=
(Z(2))n−1 и A инвариантна относительно автоморфизма ε. Действительно, пусть такая подгруппа
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A существует. Возьмем y0 ̸∈ A. Тогда εy0 = y0 + a, где a ∈ A и a ̸= 0. Поскольку автоморфизм

ε регулярен и группа Y конечна, то ε − I ∈ Aut(Y ). C другой стороны (ε − I)y0 = a ∈ A, что

невозможно, так как ограничение автоморфизма ε− I на подгруппу A является автоморфизмом

подгруппы A. Из этого замечания вытекает существование искомого элемента ζ ∈ Y в случае,

когда Y = (Z(2))2 и Y = (Z(2))3.
Пусть Y = (Z(2))5. Допустим, что для любого y ∈ Y выполнено |y| < 5, и предполо-

жим вначале, что существует такой элемент y0 ∈ Y , что |y0| = 4. Рассмотрим подгруппу

A = ⟨y0, εy0, ε2y0, ε3y0⟩. Тогда A ∼= (Z(2))4, и A инвариантна относительно ε, что, как от-

мечено выше, невозможно. Следовательно, |y| ≤ 3 для любого y ∈ Y . Предположим, что |y1| = 3

для некоторого y1 ∈ Y . Тогда элементы y1, y2 = εy1, y3 = ε2y1 независимы, и εy3 ∈ ⟨y1, y2, y3⟩ = Y1.

Выберем элемент y4 ̸∈ Y1. Положим y5 = εy4. Очевидно, что y5 ̸∈ Y1. Предположим вначале, что

εy5 ̸∈ ⟨y4, y5⟩. Тогда |y4| = 3. Обозначим Y2 = ⟨y4, y5, εy5⟩. Подгруппа Y2 по построению инвари-

антна относительно ε. Следовательно, подгруппа Y3 = Y1 ∩ Y2 также инвариантна относительно

ε. Поскольку Y3 ∼= Z(2), то инвариантность подгруппы Y3 относительно ε противоречит регуляр-

ности ε. Следовательно, εy5 ∈ ⟨y4, y5⟩, а значит, εy5 = y4 + y5. Действительно, если εy5 = y4, то

ε(y4+y5) = y4+y5, что противоречит регулярности ε. Заметим теперь, что если εy3 = y1+y2+y3,

то ε(y1 + y3) = y1 + y3, что противоречит регулярности ε. Значит, εy3 может равняться либо

y1 + y2, либо y1 + y3. Полагая ỹ = y1 + y4, легко видеть, что в каждом из этих случаев |ỹ| = 5,

что противоречит предположению. Значит, |y| ≤ 2 для любого y ∈ Y . Поэтому существуют такие

элементы zj ∈ Y, j = 1, 2, 3, 4, что εz1 = z2, εz2 = z1+ z2, εz3 = z4, εz4 = z3+ z4, а следовательно,

подгруппа A = ⟨z1, z2, z3, z4⟩ ∼= (Z(2))4 и A инвариантна относительно ε, что, как отмечено выше,

невозможно. �

A.14. Лемма. Пусть Y = (Z(2))n, где n ≥ 2. Пусть e1, . . . , en — образующие группы Y и ε

— автоморфизм группы Y такой, что εei = ei+1, i = 1, 2, . . . , n − 1. Если функции fj(y) нор-

мированы, удовлетворяют уравнению (A.6) и принимают значения ±1, то fj(y) — характеры

группы Y .

Доказательство. Очевидно, что существуют элементы x1, x2 ∈ X такие, что (x1, ei) =

f1(ei), (x2, ei) = f2(ei), i = 1, 2, . . . , n. Поскольку характеры (x1, y), (x2, y) удовлетворяют урав-

нению (A.6), то мы можем рассмотреть новые функции f̃1(y) = f1(y)(x1, y), f̃2(y) = f2(y)(x2, y),

также удовлетворяющие уравнению (A.6) и условиям f̃1(ei) = f̃2(ei) = 1, i = 1, 2, . . . , n. Прове-

рим, что в таком случае f̃1(y) = f̃2(y) = 1 для всех y ∈ Y . Тем самым, лемма будет доказана.

Обозначим Ak = ⟨e1, . . . , ek⟩. Доказательство проведем индукцией по k. При y ∈ A1 утвержде-

ние справедливо. Пусть утверждение справедливо при y ∈ Ak. Возьмем произвольный элемент

y ∈ Ak+1\Ak. Тогда y = z+ek+1 при некотором z ∈ Ak. Положим в (A.6) u = z, v = ek. Тогда пра-

вая часть в (A.6) равна 1 и f̃1(u+v) = 1, так как u+v ∈ Ak. Следовательно, f̃2(u+εv) = f̃2(y) = 1.

Положим теперь в (A.6) u = ek+1, v = z. Так как εv ∈ Ak+1, то f̃2(εv) = f̃2(u + εv) = 1. По-

скольку правая часть в (A.6) равна 1, то следовательно, f̃1(u + v) = f̃1(y) = 1. Таким образом,

f̃1(y) = f̃2(y) = 1 при y ∈ Ak+1. �

A.15. Теорема. Предположим, что группа X удовлетворяет условию:

(i) либо X(2) = {0}, либо X(2)
∼= (Z(2))n, где n = 2, 3, 5.
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Пусть ε ∈ Aut(Y) и δ = ε̃ – регулярный автоморфизм. Если не обращающиеся в нуль непре-

рывные нормированные эрмитовы функции fj(y) удовлетворяют уравнению (A.6), то они име-

ют вид A.11(i).

Доказательство Учитывая лемму A.12, достаточно доказать, что функцииmj(y) в представ-

лении A.12(i) – характеры группы Y . Если X(2) = {0}, то по теореме 1.9.5 Y (2) = Y . Поскольку

по лемме A.12, функции mj(y) = 1 при y ∈ Y (2), то в этом случае теорема доказана.

Пусть X(2)
∼= (Z(2))n, где n = 2, 3, 5. Как доказано в лемме A.12, функции mj(y) инвариантны

относительно подгруппы Y (2). Следовательно, функции mj(y) индуцируют некоторые нормиро-

ванные функции m̃j(y) на фактор-группе Y/Y (2), также удовлетворяющие уравнению (A.6) и

принимающие значения ±1. Заметим, что по теоремам 1.9.2 и 1.9.5 (Y/Y (2))∗ ∼= X(2). Из условия

(i) тогда следует, что Y/Y (2) ∼= (Z(2))n, где n = 2, 3, 5. Так как ε ∈ Aut(Y(2)), то ε индуцирует

некоторый автоморфизм ε̂ на фактор-группе Y/Y (2). Автоморфизм ε̂ является автоморфизмом,

сопряженным к сужению регулярного автоморфизма δ на подгруппу X(2). Поскольку подгруппа

X(2) конечна, получаем, что ε̂ является регулярным автоморфизмом. По лемме A.13 существует

элемент ζ ∈ Y/Y (2) такой, что |ζ| = n. Положим ei = ε̂i−1ζ, i = 1, 2, . . . , n. Тогда ei — обра-

зующие группы Y/Y (2) и ε̂ei = ei+1, i = 1, 2, . . . , n − 1. По лемме A.14, примененной к группе

Y/Y (2), функции m̃j(y) – характеры фактор-группы Y/Y (2), а следовательно, функции mj(y) –

характеры группы Y . �

A.16. Замечание. Условие A.15(i) является существенным для справедливости теоремы A.15.

Пусть Y = (Z(2))n, где либо n = 4 либо n ≥ 6. Тогда X = X(2)
∼= (Z(2))n и условие A.15(i) не

выполнено. Предположим вначале, что n = 4. Обозначим через y = (a1, a2, a3, a4), где ai ∈ Z(2),
элементы группы Y . Рассмотрим на группе Y автоморфизм ε вида

ε(a1, a2, a3, a4) = (a2, a1 + a2, a4, a3 + a4). (A.10)

Обозначим δ = ε̃. Очевидно, что автоморфизм ε регулярен. Поскольку группа Y конечна, то и

автоморфизм δ также регулярен. Рассмотрим на группе Y функции вида

f1(a1, a2, a3, a4) = exp{πi(a1a3 + a1a4 + a2a3},

f2(a1, a2, a3, a4) = exp{πi(a1a4 + a2a3 + a2a4}.

Очевидно, что функции fj(y) не обращаются в нуль, нормированы и эрмитовы. Непосредственно

проверяем, что функции fj(y) удовлетворяют уравнению (A.6). Поскольку функции fj(y) не яв-

ляются характерами группы Y , то они не представимы в виде A.11(i). Таким образом, на группе

Y = (Z(2))4 существует автоморфизм ε ∈ Aut(Y ), который обладает следующими свойствами:

(a) δ = ε̃ — регулярный автоморфизм;

(b) существуют не обращающиеся в нуль нормированные эрмитовы решения уравнения (A.6),

которые не представимы в виде A.11(i).

Пусть теперь n ≥ 6. Тогда Y = Y1 × Y2, где Y1 = (Z(2))4, Y2 = (Z(2))k, k ≥ 2. Положим

Xj = Y ∗
j , j = 1, 2. Заметим, что существует автоморфизм α ∈ Aut(Y2) такой, что α̃ — регу-

лярный автоморфизм группы X2. Стандартные рассуждения показывают, что существование

автоморфизма ε ∈ Aut(Y ), обладающего свойствами (a) и (b), следует из существования такого

автоморфизма в случае n = 4.
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С другой стороны, пусть Y = (Z(2))n, n ≥ 2. Заметим, что если мы положим в лемме A.14

εen = e1 + en, то ε – регулярный автоморфизм. Следовательно, и δ — регулярный автоморфизм.

Из лемм A.12 и A.14 тогда следует, что существует автоморфизм ε ∈ Aut((Z(2))n) такой, что все

не обращающиеся в нуль нормированные эрмитовы функции fj(y), удовлетворяющие уравнению

(A.6), имеют вид A.11(i).

Мы дополним замечание A.16 следующим утверждением.

A.17. Предложение. Существует группа Y , обладающая следующими свойствами:

(a) cуществует автоморфизм ε ∈ Aut(Y ) такой, что δ = ε̃ — регулярный автоморфизм

группы X;

(b) для любого автоморфизма ε ∈ Aut(Y ) у уравнения (A.6) существуют не обращающиеся

в нуль непрерывные нормированные эрмитовы решения, не представимые в виде A.11(i).

Доказательство. Следуя [80, § 116, пример 4]), возьмем два непересекающихся множества

{pi} и {qi} простых чисел, для которых pi ≡ 1 mod 4 и qi ≡ 1 mod 6. Выберем целые числа ki и

li, удовлетворяющие условиям k2i ≡ 1 mod pi и l2i + li ≡ −1 mod qi. Положим

Y = ⟨a, b, c, d, p−1
i (a+ kib), p

−1
i (c+ kid), q

−1
i (a+ lic), q

−1
i (d+ lib) для всех i⟩.

Группа Y счетна. Рассмотрим ее в дискретной топологии. Как показано в [80, § 116] группа

Aut(Y ) состоит из следующих автоморфизмов:

ε1 = I;

ε2 = −I;
ε3 : a 7→ b, b 7→ −a, c 7→ b− d, d 7→ c− a;
ε4 = −ε3;
ε5 : a 7→ c, b 7→ d, c 7→ c− a, d 7→ d− b;
ε6 = −ε5;
ε7 : a 7→ d, b 7→ −c, c 7→ b, d 7→ −a;
ε8 = −ε7;
ε9 : a 7→ a− c, b 7→ b− d, c 7→ a, d 7→ b;

ε10 = −ε9;
ε11 : a 7→ b− d, b 7→ c− a, c 7→ −d, d 7→ c;

ε12 = −ε11.
Заметим, что Y — группа без кручения конечного ранга. Поэтому из 1.13(b) вытекает, что для

любого автоморфизма ε ∈ Aut(Y ) утверждения: (ε− I) ∈ Aut(Y ) и δ = ε̃ — регулярный тополо-

гический автоморфизм группы X – эквивалентны. Отсюда следует, что у группы X существует

лишь два регулярных топологических автоморфизма: δ5 = ε̃5 и δ9 = ε̃9. Таким образом, утвер-

ждение (a) доказано. Докажем (b). Как следует из доказательства необходимости в теореме A.11,

для тех автоморфизмов ε ∈ Aut(Y ), для которых автоморфизм δ = ε̃ не регулярен, у уравнения

(A.6) существуют не обращающиеся в нуль непрерывные нормированные эрмитовы решения, не

представимые в виде A.11(i). Осталось доказать, что автоморфизмы ε5 и ε9, для которых δ5 и

δ9 регулярны, также обладают этим свойством. Обозначим через ε̂5, ε̂9 автоморфизмы, инду-

цированные автоморфизмами ε5, ε9 на фактор-группе Y/Y (2). Очевидно, что Y/Y (2) ∼= (Z(2))4.
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Легко проверить, что при подходящем выборе образующих в фактор-группе Y/Y (2) автоморфиз-

мы ε̂5, ε̂9 действуют на Y/Y (2) по формуле (A.10). Следовательно, как отмечено в замечании

A.16, у уравнения (A.6) для ε = ε̂5 и ε = ε̂9 существуют не обращающиеся в нуль нормированные

эрмитовы решения, принимающие значения ±1 и не представимые в виде A.11(i). Эти решения

можно рассматривать, как функции на Y , которые обладают теми же свойствами по отношению

к автоморфизмам ε5 и ε9. �

A.18. Перейдем теперь к изучению не обращающихся в нуль измеримых нормированных эрми-

товых решений уравнения (A.6). Очевидно, что любой автоморфизм ε ∈ Aut(Y ) можно рассмат-

ривать и как автоморфизм группы Yd. Пусть δ ∈ Aut(X). Рассмотрим сопряженный автоморфизм

δ̃ ∈ Aut(Y ), как автоморфизм группы Yd. Поскольку bX ∼= (Yd)
∗, то обозначим через δ̄ топологи-

ческий автоморфизм группы bX, сопряженный к автоморфизму δ̃ ∈ Aut(Yd). Группа X является

плотной подгруппой в группе bX и легко видеть, что ограничение автоморфизма δ̄ на подгруппу

X совпадает с автоморфизмом δ.

Автоморфизм δ ∈ Aut(X) называется сильно регулярным, если автоморфизм δ̄ ∈ Aut(bX)

регулярен.

A.19. Пример. Приведем пример группы X и регулярного, но не сильно регулярного авто-

морфизма δ ∈ Aut(X). Для этого модифицируем слегка конструкцию [85, (24.44)]. Обозначим

через Y множество последовательностей (ak), где ak – корень степени 2p из единицы при каком-

нибудь натуральном p, причем ak ̸= ±1 лишь для конечного числа индексов k. Очевидно, что

Y – абелева группа относительно операции умножения. Для конечного множества Λ индексов k

пусть UΛ – множество всех таких (ak), что ak = 1 при k ∈ Λ и ak = ±1 при k ̸∈ Λ. Систему всех UΛ

будем считать открытой базой единицы (1k). Относительно введенной топологии Y – локально

компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности. Заметим, что Y (2) ̸= Y

и Y (2) = Y . Пусть X = Y ∗, а автоморфизм δ ∈ Aut(X) имеет вид δx = 3x. Пусть ε = δ̃. Тогда

εy = 3y, y ∈ Y и δ̄x = 3x, x ∈ bX. Поскольку образ (ε − I)Y = Y (2) плотен в Y , то по 1.13(b)

X(2) = {0}, а значит, δ – регулярный автоморфизм. Поскольку (bX)∗ ∼= Yd, то по теоремам 1.9.2

и 1.9.5
(
(bX)(2)

)∗ ∼= Yd/(Yd)
(2). Поэтому, из Y (2) ̸= Y вытекает, что (bX)(2) ̸= {0}. Следовательно,

автоморфизм δ̄ ∈ Aut(bX) не регулярен.

Группа X называется сильно регулярно полной, если все ее топологические автоморфизмы,

кроме тождественного, сильно регулярны.

A.20. Теорема. Пусть группа Y топологически не изоморфна Z(2). Пусть ε – произвольный

топологический автоморфизм группы Y, ε ̸= I. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) любые не обращающиеся в нуль измеримые нормированные эрмитовы функции fj(y) на

группе Y , удовлетворяющие уравнению (A.6), представимы в виде A.11(i);

(a) группа X сильно регулярно полна.

Доказательство. (a)⇒ (b). Пусть группа X не сильно регулярно полна. Докажем, что су-

ществуют такой автоморфизм ε ∈ Aut(Y ), ε ̸= I, и не обращающиеся в нуль измеримые норми-

рованные эрмитовы функции fj(y) на группе Y , удовлетворяющие уравнению (A.6) и не предста-

вимые в виде A.11(i). По условию существует не сильно регулярный автоморфизм δ ∈ Aut(X).
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Положим ε = δ̃. Обозначим H = (ε− I)Y . Так как δ не сильно регулярен, то H ̸= Y . Пусть

a ∈ R, a ̸= 0, a ̸= ±1. Рассмотрим на группе Y функции

f1(y) =

1, если y ∈ H,

a, если y ̸∈ H,
f2(y) =

1, если y ∈ H,

1/a, если y ̸∈ H.

Очевидно, что функции fj(y) не обращаются в нуль, измеримы, нормированы и эрмитовы. Прове-

рим, что функции fj(y) удовлетворяют уравнению (A.6). Так как εH = H, то правая часть урав-

нения (A.6) при любых u, v ∈ Y равна 1. Предположим, что существуют такие u, v ∈ Y , что левая

часть уравнения (A.6) не равна 1. Тогда либо u+ v ∈ H, u+ εv ̸∈ H, либо u+ v ̸∈ H, u+ εv ∈ H.

В каждом из этих случаев получаем, что (ε − I)v ̸∈ H, что невозможно. Итак, функции fj(y)

удовлетворяют уравнению (A.6) и, очевидно, не представимы в виде A.11(i)).

(b) ⇒ (a). Рассуждая аналогично доказательству (b) ⇒ (a) в теореме A.11, получаем, что из

сильной регулярной полноты группы X вытекает, что для любого автоморфизма ε ∈ Aut(Y ), ε ̸=
I, выполнено (ε− I)Y = Y . Кроме того, (bX)(2) = {0}. Утверждение теоремы вытекает теперь из

леммы 12.3 и предложения A.8. �

Пусть ε ∈ Aut(Y ), δ = ε̃. Предположим, что группаX не сильно регулярно полна. Доказатель-

ство необходимости в теореме A.20 показывает, что условие сильной регулярности автоморфизма

δ является необходимым, для того чтобы все не обращающиеся в нуль измеримые нормирован-

ные эрмитовы решения уравнения (A.6), были представимы в виде A.11(i). Пусть автоморфизм

δ ∈ Aut(X) сильно регулярен. Возникает естественный вопрос: для каких групп Y из сильной

регулярности δ следует, что все не обращающиеся в нуль измеримые нормированные эрмитовы

решения уравнения (A.6) имеют видA.11(i)? Естественно, при изучении этого вопроса ограни-

читься такими группами Y , которые обладают тем свойством, что на группе X существуют

сильно регулярные автоморфизмы. В частности, для таких групп, очевидно, подгруппа (bX)(2)

топологически не изоморфна Z(2).

A.21. Теорема. Предположим, что группа X удовлетворяет условию:

(i) либо (bX)(2) = {0}, либо (bX)(2) ∼= (Z(2))n, где n = 2, 3, 5.

Пусть ε ∈ Aut(Y) и δ = ε̃ – сильно регулярный автоморфизм. Если не обращающиеся в нуль

измеримые нормированные эрмитовы функции fj(y) удовлетворяют уравнению (A.6), то они

имеют вид A.11(i).

Доказательство. Положим φj(y) = log |fj(y)|. Рассуждая аналогично доказательству (b)⇒
(a) в теореме A.11, получаем, что из сильной регулярности автоморфизма δ вытекает, что Y =

(ε− I)Y . Применяя лемму 12.3, получаем, что функции fj(y) удовлетворяют уравнению 12.3(ii)

при любых u, v ∈ Y . Поскольку функции fj(y) нормированные эрмитовы, то функции φj(y)

удовлетворяют уравнению 2.14(ii). Так как функции φj(y) измеримы, то по лемме A.5 функции

φj(y) непрерывны.

Рассуждая аналогично доказательству (b)⇒ (a) в предложении A.8, мы видим, что из условия

(i) вытекает замкнутость подгруппы Y (2). Далее следуем схеме доказательства теоремы A.15. �
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Приложение B

Гауссовские распределения в смысле Бернштейна на то-
пологических неабелевых группах

Пусть X – топологическая неабелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности. В

этом приложении мы рассмотрим гауссовские распределения в смысле Бернштейна на группе X.

Мы изучим случаи дискретных, компактных, нильпотентных, а также некоторых разрешимых

групп. Оказывается, что для указанных классов групп носитель гауссовского распределения в

смысле Бернштейна содержится в некоторой абелевой подгруппе группы X. Мы будем исполь-

зовать мультипликативную запись для групповой операции, а нейтральный элемент группы обо-

значать через e.

B.1. Определение. Распределение µ на группе X называется гауссовским распределением в

смысле Бернштейна, если из того, что ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случай-

ные величины со значениями в группе X и с распределением µ, следует, что случайные векторы

(ξ1ξ2, ξ2ξ1) и (ξ1ξ2
−1, ξ2

−1ξ1) независимы.

Легко видеть, что если группа X абелева, то это определение совпадает с определением 9.1.

Докажем вначале некоторые общие свойства гауссовских распределений в смысле Бернштейна.

Обозначим через [x, y] коммутатор

[x, y] = xyx−1y−1, x, y ∈ X.

Окрестность W точки e будем называть инвариантной, если W = xWx−1 для всех x ∈ X.

B.2. Предложение. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные ве-

личины со значениями в группе X и с распределением µ. Предположим, что µ – гауссовское

распределение в смысле Бернштейна. Тогда справедливы следующие утверждения:

(I) Вероятностная мера

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)}

либо равна 0, либо 1.

(II) Пусть W – симметричная инвариантная окрестность точки e. Тогда вероятностная

мера

P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] ∈W}

либо равна 0, либо 1.

Доказательство. (I) Из определения B.1 вытекает что измеримые множества

{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)}

и

{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2
−1(ω) = ξ2

−1(ω)ξ1(ω)}

независимы. С другой стороны, они, очевидно, совпадают. Отсюда следует, что вероятностная

мера

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)}
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либо равна 0, либо 1. Таким образом, (I) доказано.

(II) Обозначим

A = {ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] ∈W} = {ω ∈ Ω : ξ2
−1(ω)[ξ1(ω)ξ2(ω)]ξ2(ω) ∈W}

= {ω ∈ Ω : ξ2
−1(ω)ξ1(ω)ξ2(ω)ξ1

−1(ω) ∈W}

и

B = {ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2
−1(ω)ξ1

−1(ω)ξ2(ω) ∈W} = {ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2
−1(ω)] ∈W}.

Поскольку W =W−1, то A = B.

С другой стороны, так как [ξ1ξ2] = (ξ1ξ2)(ξ2ξ1)
−1 и [ξ1ξ2

−1] = (ξ1ξ2
−1)(ξ2

−1ξ1)
−1, то из опреде-

ления B.1 вытекает, что измеримые множества A и B независимы. Следовательно, справедливо

(II). �

Для дальнейшего нам понадобится также следующая общая лемма.

B.3. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные величины со

значениями в группе X и с распределением µ. Если

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)} = 1, (B.1)

то носитель σ(µ) содержится в некоторой абелевой подгруппе G группы X.

Доказательство. Пусть x, y ∈ σ(µ) и пусть Un, Vn, n ∈ N открытые окрестности x и y

соответственно, такие, что Un+1 ⊂ Un, Vn+1 ⊂ Vn и
∩
n
Un = {x},

∩
n
Vn = {y}. Поскольку µ(Un) >

0, µ(Vn) > 0, то отсюда следует, что для любого натурального n существуют sn ∈ Un и tn ∈ Vn
такие, что sntn = tnsn. Переходя здесь к пределу, когда n → ∞, мы получаем, что xy = yx, т.е.

элементы носителя перестановочны. Обозначая через G подгруппу, порожденную σ(µ), получаем

требуемое утверждение. �

Рассмотрим теперь случай дискретных групп.

B.4. Теорема. Пусть X – дискретная группа. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распре-

деленные случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Предположим,

что µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Тогда σ(µ) содержится в некоторой

абелевой подгруппе G группы X и µ = mK ∗ Ex, где K – конечная подгруппа Корвина группы G

и x ∈ G.
Доказательство. Пусть x ∈ X такой элемент группы X, что

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω) = x} > 0.

Отсюда следует, что

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)} ≥ P{ω ∈ Ω : ξ1(ω) = x, ξ2(ω) = x} > 0.

Из предложения B.2 тогда вытекает (B.1). Применяя лемму B.3 получаем, что σ(µ) ⊂ G, где

G – некоторая абелева подгруппа группы X. Поскольку для дискретной группы G выполнено

cG = {0}, то утверждение теоремы вытекает из теоремы 9.9. �

Рассмотрим теперь случай компактных групп.
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B.5. Теорема. Пусть X – компактная группа. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково рас-

пределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Предположим,

что µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Тогда σ(µ) содержится в некоторой

абелевой подгруппе G группы X.

Доказательство. Поскольку группа X компактна, то существует база в точке e, состоящий

из симметричных инвариантных окрестностей. Пусть W – такая окрестность. Отображение p :

X × X → X, определяемое формулой p(x, y) = [x, y], очевидно, непрерывно. Пусть x0 ∈ σ(µ).

Поскольку p(x0, x0) = e, то существует открытая окрестность U точки x0 такая, что если x, y ∈ U ,

то [x, y] ∈W . Отсюда вытекает, что

0 < P{ω ∈ Ω : ξ1(ω) ∈ U, ξ2(ω) ∈ U} ≤ P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] ∈W}.

Поэтому, по предложению B.2

P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] ∈W} = 1.

Пусть {Wn} – симметричные инвариантные окрестности точки e такие, что Wn+1 ⊂ Un и
∩
n
Wn =

{e}. Отсюда следует, что

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = ξ2(ω)ξ1(ω)} = 1.

Утверждение теоремы вытекает теперь из леммы B.3. �
Учитывая теорему 9.9, мы можем сформулировать такое следствие из теоремы B.5.

B.6. Следствие. Пусть X – компактная группа, µ – гауссовское распределение в смысле

Бернштейна на X. Для того, чтобы µ ∈ Γ(G) ∗ IB(G), где G – некоторая компактная абеле-

ва подгруппа группы X, необходимо и достаточно, чтобы любая связная компактная абелева

подгруппа группы X содержала не более одного элемента порядка 2.

Перейдем теперь к рассмотрению нильпотентных групп. Нам понадобится следующая общая

лемма.

B.7. Лемма. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные случайные величины со

значениями в группе X и с распределением µ. Предположим, что существует такой элемент

x0 ∈ X, что

(i) P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) = x0ξ2(ω)ξ1(ω)} = 1.

Тогда x0 = e.

Доказательство. Пусть x ∈ σ(µ). Выберем последовательность {Un} окрестностей точки x

такую, что Un+1 ⊂ Un и
∩
n
Un = {x}. Для любого n существуют элементы yn, zn ∈ Un такие, что

ynzn = x0znyn. (B.2)

В противном случае мы бы имели

P{ω ∈ Ω : ξ1(ω)ξ2(ω) ̸= x0ξ2(ω)ξ1(ω)} ≥ P{ω ∈ Ω : ξ1(ω) ∈ Un, ξ2(ω) ∈ Un} > 0,

что противоречит (i). Переходя в (B.2) к пределу, когда yn → x, zn → x при n→∞, мы получаем

x2 = x0x
2. Отсюда, x0 = e. �
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B.8. Мы начнем изучение нильпотентного случая с рассмотрения нильпотентных групп X

класса 2, т.е. с групп, удовлетворяющих условию

[x, y]z = z[x, y] (B.3)

для любых элементов x, y, z ∈ X. Заметим, что из (B.3) вытекает равенство

y−1[x, y−1] = y−1[y, x], x, y ∈ X.

Отсюда

[x, y−1] = [y, x], x, y ∈ X. (B.4)

B.9. Лемма. Пусть X – нильпотентная группа класса 2. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые

одинаково распределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ.

Предположим, что µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Тогда носитель σ(µ)

содержится в некоторой абелевой подгруппе G группы X.

Доказательство. Для любой группы X мы имеем [y, x] = [x, y]−1, x, y ∈ X. Применяя (B.4),

мы получаем

[x, y]−1 = [x, y−1], x, y ∈ X. (B.5)

По условию случайные величины [ξ1, ξ2] и [ξ1, ξ2
−1] независимы. Аналогичное утверждение

верно и для случайных величин [ξ1, ξ2]
−1 и [ξ1, ξ2

−1]. Учитывая (B.5) , отсюда следует, что слу-

чайная величина [ξ1, ξ2] независима от самой себя. Следовательно, существует такой элемент

x0 ∈ X, что

P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω] = x0} = 1.

По лемме B.7 отсюда получаем x0 = e. Утверждение леммы вытекает теперь из леммы B.3. �

B.10. Теорема. Пусть X – нильпотентная группа. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково

распределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Предпо-

ложим, что µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Тогда носитель σ(µ) содер-

жится в некоторой абелевой подгруппе G группы X.

Доказательство. Докажем индукцией по n, что утверждение теоремы справедливо для

групп класса n. При n = 2 теореме верна по лемме B.9.

Пусть X – нильпотентная группа класса n и ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные

случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Предположим, что µ –

гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Пусть Z – центр группы X и

π : X 7→ X/Z

– естественный гомоморфизм. Группа X/Z нильпотентная класса n− 1. Независимые одинаково

распределенные случайные величины π(ξ1) и π(ξ2) со значениями в X/Z имеют распределение

π(µ), которое является гауссовским распределением в смысле Бернштейна. Следовательно, по

предположению индукции носитель распределения π(µ) содержится в некоторой абелевой под-

группе F группы X/Z. Обозначим K = π−1(F ). Если x, y ∈ K, то π([x, y]) = [π(x), π(y)] = [e] ∈
X/Z, поскольку [x, y] ∈ Ker π = Z. Отсюда вытекает, что K – нильпотентная группа класса 2.

249



Другими словами, тот факт, что K/(K ∩Z) ∼= F – абелева группа, эквивалентен тому факту, что

K – нильпотентная группа класса 2.

Поскольку случайные величины ξ1 и ξ2 принимают значения в K, утверждение теоремы вы-

текает из леммы B.9. �

Перейдем теперь к изучению разрешимых групп. Мы докажем, что для некоторых разреши-

мых групп X носитель гауссовского распределения в смысле Бернштейна также содержится в

некоторой абелевой подгруппе группы X.

B.11. Простейший пример разрешимой группы – это так называемая ”ax + b” группа. Рас-

смотрим множество X = {(a, b) : a > 0, b ∈ R}. Определим на X умножение по формуле

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1).

Другими словами, умножение определяется, как суперпозиция функций a1x+b1 и a2x+b2. Заме-

тим, что e = (1, 0) и (a, b)−1 = (a−1,−a−1b). Относительно так определенной операции X является

разрешимой группой.

B.12. Предложение. Пусть X – ”ax+b” группа. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые одинаково рас-

пределенные случайные величины со значениями в группе X и с распределением µ. Предположим,

что µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна. Тогда носитель σ(µ) содержится в

некоторой абелевой подгруппе G группы X.

Доказательство. Легко проверить, что если x = (a1, b1), y = (a2, b2) ∈ X, то

[x, y] = (1, a1b2 − a2b1 + b1 − b2), (B.6)

[x, y−1]−1 = (1, a2
−1(a1b2 − a2b1 + b1 − b2)). (B.7)

Пусть ξ1 = (α1, β1) и ξ2 = (α2, β2) – независимые одинаково распределенные случайные ве-

личины со значениями в группе X и с распределением µ. Рассмотрим вещественные случайные

величины

γ = α1β2 − α2β1 + β1 − β2

и

δ = α2
−1γ.

Очевидно, мы имеем

[ξ2
−1, ξ1] = [ξ1, ξ2

−1]−1 = (1, α2
−1γ) = (1, δ).

Случайные величины [ξ1
−1, ξ2] и [ξ2

−1, ξ1] одинаково распределены, поскольку одинаково распре-

делены случайные векторы (ξ1, ξ2) и (ξ2, ξ1). С другой стороны, из (B.7) следует, что

[ξ1
−1, ξ2] = [ξ2, ξ1

−1]−1 = (1, α1
−1(−γ)) = (1, η),

где η = −α1
−1γ. Отсюда следует одинаковая распределенность вещественных случайных величин

δ и η. Так как µ – гауссовское распределение в смысле Бернштейна, то вещественные случайные

величины γ и δ независимы. Кроме того, из определения B.1 следует, что случайные векторы
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(ξ1ξ2, ξ2ξ1) и (ξ2ξ1
−1, ξ1

−1ξ2) независимы. Отсюда вытекает независимость случайных величин

[ξ1, ξ2] и [ξ1
−1, ξ2] = (ξ1

−1ξ2)(ξ2ξ1
−1)−1, а следовательно и независимость вещественных случайных

величин γ и η.

По предложению B.2 вероятностная мера

P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] = (1, 0)}

равна либо 0 либо 1. Предположим, что эта мера равна 0. Учитывая (B.6), это означает, что

P{ω ∈ Ω : γ(ω) ̸= 0} = 1.

Заметим теперь, что из независимости γ и δ, независимости γ и η и одинаковой распределенности

δ и η следует одинаковая распределенность случайных векторов (γ, δ) и (γ, η) в R2. Это влечет

одинаковую распределенность отношений
δ

γ
и
η

γ
, а следовательно и одинаковую распределенность

вещественных случайных величин α1
−1 и −α2

−1, что невозможно, так как α1 > 0 и α2 > 0. Таким

образом,

P{ω ∈ Ω : [ξ1(ω)ξ2(ω)] = (1, 0)} = 1.

Применяя лемму B.3, мы заканчиваем доказательство. �
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Приложение C

Гауссовские распределения в смысле Полиа

Согласно классической теореме Полиа, если ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные

случайные величины такие, что ξ1 и ξ1+ξ2√
2

одинаково распределены, то ξ1 и ξ2 – гауссовские. В этом

приложении мы рассмотрим групповой аналог характеризационной теоремы Полиа. Пусть X –

локально компактная абелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности, Y – ее группа

характеров. Пусть ξj , j = 1, 2, 3, 4, – независимые одинаково распределенные случайные величи-

ны со значениями в группе X, имеющие распределение µ, которые обладают тем свойством, что

2ξ1 и ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 одинаково распределены. Такие распределения µ называются гауссовски-

ми распределениями в смысле Полиа. Мы описываем группы X, на которых любое гауссовское

распределение в смысле Полиа инвариантно относительно некоторой компактной подгруппы K

группы X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцирует на фактор-группе X/K

гауссовское распределение.

C.1. Определение. Распределение µ на группе X называется гауссовским распределением в

смысле Полиа, если из того, что ξj , j = 1, 2, 3, 4, – независимые одинаково распределенные слу-

чайные величины со значениями в группе X, имеющие распределение µ, следует, что случайные

величины 2ξ1 и ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 одинаково распределены.

Множество гауссовских распределений в смысле Полиа на группе X обозначим через ΓP (X).

C.2. Лемма. Распределение µ ∈ M1(X) принадлежит классу ΓP (X) тогда и только тогда,

когда характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению

(i) µ̂(2y) = µ̂4(y), y ∈ Y.

Доказательство. В силу 2.7(b), одинаковая распределенность 2ξ1 и ξ1+ ξ2+ ξ3+ ξ4 равносильна

тому, что

E[(2ξ1, y)] = E[(ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4, y)]. (C.1)

Поскольку µ̂(y) = E[(ξ1, y)], то

µ̂(2y) = E[(2ξ1, y)]. (C.2)

C другой стороны, из (2.1) и 2.7(c) получаем, что

µ̂4(y) = E[(ξ1, y)] E[(ξ2, y)] E[(ξ3, y)] E[(ξ4, y)] =

= E[(ξ1, y)(ξ2, y)(ξ3, y)(ξ4, y)] = E[(ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4, y)]. (C.3)

Утверждение леммы вытекает из (C.1)– (C.3). �

C.3. Из леммы C.2 следует включение Γs(X) ⊂ ΓP (X). Обозначим IP (X) = ΓP (X) ∩ I(X).

Пусть K – компактная подгруппа группы X. Заметим, что по предложению 7.4 K является

группой Корвина тогда и только тогда, когда из 2y ∈ A(Y,K) следует, что y ∈ A(Y,K). Учитывая

это, из представления 2.14 (i) характеристической функции m̂K(y) и леммы C.2 вытекает, что

mK ∈ IP (X) тогда и только тогда, когда K – компактная группа Корвина. Из 2.7(c) и леммы
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C.2 следует, что множество ΓP (X) является подполугруппой в M1(X). Поэтому имеет место

включение

Γs(X) ∗ IP (X) ⊂ ΓP (X). (C.4)

Основная задача, решаемая в этом приложении, состоит в полном описании группX, для которых

имеет место равенство

Γs(X) ∗ IP (X) = ΓP (X). (C.5)

Очевидно, что если µ ∈ Γs(X) ∗ IP (X), то µ инвариантно относительно некоторой компактной

подгруппы Корвина K группы X и при естественном гомоморфизме X 7→ X/K индуцирует на

фактор-группе X/K симметричное гауссовское распределение. Для решения указанной задачи

нам понадобится ряд лемм.

C.4. Определение. Распределения на группе X, образующие треугольную последователь-

ность {µnj}, j = 1, 2, . . . , jn, n = 1, 2, . . . , называются равномерно бесконечно малыми, если для

любого компакта K ⊂ Y выполнено

(i) lim
n→∞

sup
1≤j≤jn

sup
y∈K

|µ̂nj(y)− 1| = 0.

C.5. Лемма ([104, гл. 4, §5], [105]). Пусть {µnj}, j = 1, 2, . . . , jn, n = 1, 2, . . . , – равномерно

бесконечно малые распределения, µn = µn1 ∗ · · · ∗ µnjn и µn ⇒ µ. Тогда µ – безгранично делимое

распределение.

C.6. Лемма. Пусть X и Y группы Корвина и µ ∈ ΓP (X). Тогда если µ̂(y0) = 0 в некоторой

точке y0 ∈ Y , то µ имеет невырожденный идемпотентный делитель.

Доказательство. Поскольку X и Y группы Корвина, то из теоремы 1.9.5 следует, что отоб-

ражение f2 является топологическим автоморфизмом групп X и Y , т.е. X и Y – группы с од-

нозначным делением на два. Функция µ̂(y/2n) по теореме Бохнера является характеристической

функцией некоторого распределения µn на группе X. По лемме C.2 характеристическая функция

µ̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i). Из уравнения C.2(i) вытекает, что

µ̂(y) = (µ̂(y/2n))4
n
= (µ̂n(y))

4n , y ∈ Y. (C.6)

Отсюда по 2.7(b) и 2.7(c) следует, что µ = µ∗4
n

n .

Как известно, любая последовательность делителей заданного распределения сдвиг-

компактна, т.е. содержит подпоследовательность, которая сходится после подходящих сдвигов

(см. [104, гл. 3, §5], [105]). Так как µn – делитель µ, то последовательность µn сдвиг-компактна.

Пусть ν какой-нибудь предел сдвигов µn. Очевидно, что любая степень ν – снова является дели-

телем µ. Следовательно, последовательность ν∗n также является сдвиг-компактной. Обозначим

через λ какой-нибудь предел сдвигов ν∗n. Очевидно, что λ – идемпотентный делитель µ. Если

µ̂(y0) = 0 в некоторой точке y0 ∈ Y , то µ̂n(y0) = 0, n = 1, 2, . . . , и поэтому λ̂(y0) = 0. Следова-

тельно, λ – невырожденное распределение. �
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C.7. Лемма. Пусть X и Y группы Корвина и µ ∈ ΓP (X). Тогда множество N =

{y ∈ Y : µ̂(y) ̸= 0} – открытая подгруппа в Y .

Доказательство. По лемме C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению

C.2(i). Обозначим через H открытую подгруппу в Y , порожденную N , и рассмотрим ограничение

f(y) характеристической функции µ̂(y) на H. Так как по теореме 1.9.2

H ∼= (X/A(X,H))∗, (C.7)

то по лемме C.2 f(y) является характеристической функцией некоторого распределения λ ∈
ΓP (X/A(X,H)). Заметим теперь, что если некоторое распределение δ ∈ M1(X) имеет невы-

рожденный идемпотентный делитель, то группа Y не может быть порождена множеством

{y ∈ Y : δ̂(y) ̸= 0}. Следовательно, распределение λ не имеет невырожденных идемпотентных

делителей.

Поскольку Y – группа Корвина, то и H – группа Корвина. Действительно, пусть h ∈ H. Тогда

h = k1y1 + · · · + klyl, kj ∈ Z, yj ∈ N . Так как Y – группа Корвина, то yj = 2zj , j = 1, 2, . . . , l.

Из уравнения C.2(i) следует, что zj ∈ N, j = 1, 2, . . . , l. Поэтому h = 2(k1z1 + · · · + klzl) ∈ H(2).

Заметим теперь, что так как X – группа Корвина, то и X/A(X,H) – группа Корвина. Учитывая

(C.7), применим лемму C.6 к группе X/A(X,H). Получаем, что λ̂(y) ̸= 0 при y ∈ H. Поскольку

µ̂(y) = λ̂(y) при y ∈ H, то N = H. �

C.8. Лемма. Пусть X и Y группы Корвина, µ ∈ ΓP (X) и µ̂(y) > 0 для любого y ∈ Y . Тогда

µ – безгранично делимое распределение.

Доказательство. Также, как и при доказательстве леммы C.6, рассмотрим распределения

µn с характеристическими функциями µ̂n(y) = µ̂(y/2n). Как следует из (C.6),

µ̂(y/2n) = (µ̂(y))1/4
n
, y ∈ Y.

Отсюда следует, что распределения {µnj}, µnj = µn, j = 1, 2, . . . , 4n, n = 1, 2, . . . образуют

треугольную последовательность, удовлетворяющую условиям леммы C.5. Мы имеем

µ = νn = µn1 ∗ · · · ∗ µn4n .

По лемме C.5 µ – безгранично делимое распределение.

C.9. Лемма. Пусть X и Y группы Корвина, µ ∈ ΓP (X) и µ̂(y) ≥ 0 для любого y ∈ Y . Тогда

µ – безгранично делимое распределение.

Доказательство. Рассмотрим множество N = {y ∈ Y : µ̂(y) > 0}. По лемме C.7 N – откры-

тая подгруппа Y . Следовательно, по теореме 1.9.4 аннулятор K = A(X,N) – компактная группа.

По теореме 1.9.1 N = A(Y,K). По лемме C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет

уравнению C.2(i). Из уравнения C.2(i) вытекает, что если 2y ∈ N , то y ∈ N . Следовательно, по

предложению 7.4 K – компактная группа Корвина. Так как Y – группа Корвина, то из уравнения

C.2(i) следует, что N – также группа Корвина.

Обозначим через f(y) ограничение характеристической функции µ̂(y) на N . Так как по тео-

реме 1.9.2 N ∼= (X/A(X,N))∗, то по лемме C.2 f(y) является характеристической функцией

некоторого распределения λ ∈ ΓP (X/A(X,N)). Поскольку X/A(X,N) и N – группы Корвина,
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то по лемме C.8 λ – безгранично делимое распределение. Следовательно, для любого натураль-

ного n существуют распределение λn ∈ M1(X/A(X,N)) и элемент [xn] ∈ X/A(X,N) такие, что

λ = λ∗nn ∗ E[xn]. Учитывая теорему 1.9.2 и 2.7(c), отсюда следует, что

λ̂(y) = λ̂nn(y)(xn, y), y ∈ N.

Положим

fn(y) =

λ̂n(y), если y ∈ N,

0, если y /∈ N.

Поскольку подгруппа N открыта, функция fn(y) непрерывна. По предложению 2.12 функция

fn(y) положительно определена. Следовательно, по теореме Бохнера существует такое распреде-

ление µn ∈ M1(X), что µ̂n(y) = fn(y). Мы имеем

µ̂(y) = µ̂nn(y)(xn, y), y ∈ Y.

Из 2.7(b) и 2.7(c) отсюда следует, что µ = µ∗nn ∗ Exn . Тем самым, безграничная делимость µ

доказана. �

C.10. Лемма. Пусть µ – безгранично делимое распределение на группе X, имеющее харак-

теристическую функцию, которая не обращается в нуль. Пусть ν = µ ∗ µ̄. Тогда справедливо

неравенство

(i) ν̂(2y) ≥ ν̂4(y), y ∈ Y.

Если же в (i) имеет место равенство, т.е. ν – гауссовское распределение в смысле Полиа, то

ν – гауссовское распределение.

Доказательство. Поскольку характеристическая функция µ̂(y) не обращается в нуль, то µ

не имеет идемпотентных делителей. Следовательно, для характеристической функции µ̂(y) имеет

место представление 2.16(i)

µ̂(y) = (x0, y) exp


∫

X\{0}

[(x, y)− 1− ig(x, y)]dF (x)− φ(y)

 . (C.8)

Учитывая 2.16(c), 2.7(c) и 2.7(d), из (C.8) получаем

ν̂(y) = µ̂(y)µ̂(−y) = exp


∫

X\{0}

[2Re(x, y)− 2− 2ig(x, 0)]dF (x)− 2φ(y)

 . (C.9)

Из 2.16(a), 2.16(d) и 2.16(e) вытекает, что g(x, 0) = 0 при x ∈ U , где U – некоторая окрестность

нуля группы X. Принимая во внимание, что мера F конечна на дополнении U , а функция g(x, 0)

в силу 2.16(b) ограничена на дополнении U , мы имеем

exp

−i
∫

X\{0}

2g(x, 0)dF (x)

 = C. (C.10)
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Поскольку ν̂(0) = 1, из (C.9) и (C.10) получаем, что C = 1. Учитывая это, из (C.9) находим

ν̂(y) = exp

2

∫
X\{0}

[Re(x, y)− 1]dF (x)− 2φ(y)

 . (C.11)

Полагая в неравенстве (2.3) y1 = y2, получаем

Re(x, 2y)− 1 ≥ 4(Re(x, y)− 1). (C.12)

Причем знак равенства в (C.12) имеет место тогда и только тогда, когда (x, y) = 1. Из (C.12)

следует, что ∫
X\{0}

[Re(x, 2y)− 1]dF (x) ≥ 4

∫
X\{0}

[Re(x, y)− 1]dF (x). (C.13)

Заметим также, что

φ(2y) = 4φ(y), y ∈ Y. (C.14)

Очевидно, что неравенство (i) вытекает из (C.11), (C.13) и (C.14).

Если же в (i) имеет место равенство при любом y ∈ Y , то это означает, что мера F сосредото-

чена на множестве, где Re(x, 2y)− 1 = 4(Re(x, y)− 1) при всех y ∈ Y , т.е. где (x, y) = 1 при всех

y ∈ Y . Следовательно, мера F вырождена в нуле, что полностью доказывает лемму. �

C.11. Лемма. ΓP (R) = Γs(R).
Доказательство. Пусть X = R. Учитывая (C.4), достаточно доказать, что ΓP (R) ⊂ Γs(R).

Пусть γ ∈ ΓP (R). Поскольку X и Y ∼= R – группы Корвина, то из (C.6) следует, что характери-

стическая функция γ̂(s) не обращается в нуль. Положим µ = γ ∗ γ̄ ∈ ΓP (R). Из 2.7(c) и 2.7(d)

следует, что µ̂(s) > 0, s ∈ R. Поэтому по лемме C.8 µ – безгранично делимое распределение.

Положим ν = µ ∗ µ̄. Поскольку ν ∈ ΓP (R), то в C.10(i) имеет место знак равенства. По лемме

C.10 ν ∈ Γ(R). По теореме Крамера отсюда следует, что γ ∈ Γ(R). Очевидно, что тогда γ ∈ Γs(R).
�

C.12. Лемма. Пусть X – дискретная группа без кручения. Тогда ΓP (X) = {E0}.
Доказательство. По теореме 1.6.2 Y – связная компактная группа. Предположим вначале,

что Y ̸∼= T. Тогда, как известно, существует непрерывный мономорфизм p : R 7→ Y такой, что

образ p(R) плотен в Y ([85, (25.18)]). Пусть µ ∈ ΓP (X). Рассмотрим ограничение характеристи-

ческой функции µ̂(y) на p(R). Положим f(t) = µ̂(p(t)), t ∈ R. По лемме C.2 характеристическая

функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i). Поэтому f(t) – характеристическая функция на

R, также удовлетворяющая уравнению C.2(i). Из лемм C.2 и C.11 вытекает, что

f(t) = exp{−σt2}, σ ≥ 0.

Поскольку p – мономорфизм и p(R) = Y , то для любой окрестности нуля V группы Y мы можем

выбрать такую последовательность вещественных чисел tn →∞, что p(tn) ∈ V при всех n. Если

σ > 0, то

f(tn) = µ̂(p(tn)) = exp{−σt2n} → 0
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при tn →∞. Виду произвольности окрестности V , это противоречит непрерывности в нуле функ-

ции µ̂(y). Следовательно, σ = 0, а значит µ̂(p(t)) = 1 при t ∈ R. Поскольку p(R) = Y , то µ̂(y) = 1

при y ∈ Y . Утверждение леммы вытекает теперь из 2.7(b).

Если, Y ∼= T, то X ∼= Z. Поскольку Z – подгруппа в R, то ΓP (Z) ⊂ ΓP (R). Так как един-

ственным симметричным гауссовским распределением на группе R с носителем в Z является E0,

утверждение леммы вытекает из леммы C.11. �

Из теоремы 1.6.2, леммы C.2 и леммы C.12 непосредственно вытекает следующее утверждение.

C.13. Следствие. Пусть Y – связная компактная группа, f(y) – характеристическая функ-

ция на группе Y , удовлетворяющая уравнению C.2(i). Тогда f(y) = 1 при y ∈ Y.

C.14. Лемма. Пусть Y – компактная группа. Пусть непрерывная функция f(y) на Y удо-

влетворяет уравнению C.2(i) и |f(y)| ≤ 1 при y ∈ Y . Тогда либо |f(y)| = 1 при y ∈ Y , либо

f(y0) = 0 в некоторой точке y0 ∈ Y .

Доказательство. Предположим, что существует такой элемент y ∈ Y , что

|f(y)| < 1. (C.15)

Так как группа Y компактна, то последовательность {2ny} содержит сходящуюся подпоследова-

тельность, т.е.

2njy → y0, (C.16)

где y0 – некоторый элемент группы Y . Из уравнения C.2(i) следует, что

f(2njy) = (f(y))4
nj
. (C.17)

Из (C.15)–(C.17) получаем, что f(y0) = 0. �

C.15. Лемма. Пусть µ ∈ ΓP (X) и µ̂(y) = 1 лишь при y = 0. Если H – такая подгруппа в Y ,

на которой |µ̂(y)| ≡ 1, то либо H = {0}, либо H ∼= Z(2).
Доказательство. Из 2.7(e) вытекает, что существует такой элемент x ∈ X, что

µ̂(y) = (x, y) (C.18)

при y ∈ H. По лемме C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i).

Подставляя (C.18) в C.2(i), получаем, что 2x ∈ A(X,H). Рассмотрим гомоморфизм p : H 7→ T
определенный формулой p(y) = (x, y). Поскольку 2x ∈ A(X,H), то p(H) ⊂ Z(2) ⊂ T. По пред-

положению p – мономорфизм. Следовательно, группа H топологически изоморфна подгруппе в

Z(2), откуда и вытекает утверждение леммы. �

C.16. Предложение. Пусть распределение µ ∈ ΓP (X). Тогда существует элемент x ∈ X,

такой что 2x = 0 и σ(µ ∗ Ex) ⊂ M , где M – подгруппа в X, топологически изоморфная группе

вида Rm ×K, где m ≥ 0, а K – компактная группа Корвина.

Доказательство. Рассмотрим множество E = {y ∈ Y : µ̂(y) = 1} и положим B = A(X,E).

Как следует из предложения 2.13, σ(µ) ⊂ B. Поэтому µ можно рассматривать, как распределение
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на B. Обозначим L = B∗. Характеристическая функция µ̂(y), y ∈ L, обладает тем свойством,

что

{y ∈ L : µ̂(y) = 1} = {0}. (C.19)

По теореме 1.11.1 группа B топологически изоморфна группе вида Rm×G, где m ≥ 0, а группа G

содержит компактную открытую подгруппу. По теореме 1.7.1 L ∼= Rm×H, где H = G∗. Чтобы не

вводить дополнительных обозначений, будем считать, что B = Rm ×G и L = Rm ×H. По лемме

C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i). Так как, очевидно, cH –

связная компактная группа, то по следствию C.13 µ̂(y) = 1 при y ∈ cH . Из (C.19) тогда следует,

что cH = {0}, т.е. группа H – вполне несвязна. Докажем, что группа H дискретна.

Пусть N – какая-нибудь компактная открытая подгруппа группы H. Пусть V – такая окрест-

ность нуля группы группы N , что µ̂(y) ̸= 0 при y ∈ V . По теореме 1.12.2 можно выбрать такую

компактную подгруппу P , содержащуюся в V , что N/P ∼= Tn × F , где n ≥ 0, а F – конечная

группа. Так как группа L вполне несвязна, то n = 0, т.е.

N/P ∼= F. (C.20)

По лемме C.14 |µ̂(y)| = 1 при y ∈ P . По лемме C.15 либо P = {0}, либо P ∼= Z(2). Поскольку

группа F конечна, то из (C.20) вытекает, что группа N также конечна, а значит, дискретна. Так

как подгруппа N открыта, то группа H также дискретна. По теореме 1.6.1 отсюда следует, что

группа G компактна.

Для группы H имеются две возможности.

1. H не содержит элементов порядка 2. Из предложения 7.4 тогда вытекает, что G – группа

Корвина. В этом случае предложение доказано.

2. H содержит элементы порядка 2. Пусть ζ ∈ H, ζ ̸= 0, 2ζ = 0. Из уравнения C.2(i) следует,

что |µ̂(ζ)| = 1. Из леммы C.15 тогда вытекает, что такой элемент ζ единственный. Из (C.19)

следует, что µ̂(ζ) = −1. Легко видеть, что ζ /∈ H(2). Действительно, если ζ = 2h, h ∈ H, то из

уравнения C.2(i) следует, что |µ̂(y)| = 1 на подгруппе, порожденной h, что, в силу леммы C.15,

невозможно.

Легко видеть, что существует элемент x ∈ A(G,H(2)) такой, что (x, ζ) = −1. Из теоремы 1.9.5

вытекает, что 2x = 0. Обозначим через S подгруппу, порожденную элементом ζ. По теореме 1.9.4

подгруппа A(B,S) открыта в B, а следовательно, A(B,S) ∼= Rm×K, где K – некоторая открытая

группа. Следовательно, K замкнута, а значит, компактна. По теореме 1.9.1 S = A(L,Rm × K).

Поскольку ζ /∈ H(2), то ζ /∈ L(2). Так как существует единственный элемент порядка 2 в H,

то существует единственный элемент порядка 2 в L. Очевидно, что подгруппа S удовлетворяет

условию: если 2y ∈ S, то y ∈ S. По лемме 7.2 отсюда следует, что

(Rm ×K)(2) = Rm ×K. (C.21)

Поскольку (Rm ×K)(2) = (Rm ×K)(2), то из (C.21) вытекает, что K – группа Корвина.

Рассмотрим распределение λ = µ ∗ Ex ∈ ΓP (X). Из 2.7(c) следует, что λ̂(y) = 1 при y ∈ S.

Отсюда по предложению 2.13 σ(λ) ⊂ A(B,S) = Rm ×K. �
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C.17. Замечание. Пусть µ ∈ ΓP (X). Предположим, что характеристическая функция µ̂(y)

не обращается в нуль и выполнено условие:

{y ∈ Y : |µ̂(y)| = 1} = {0}. (C.22)

Поскольку µ̂(y) ̸= 0, то по лемме C.14 |µ̂(y)| = 1, если y ∈ bY . Из (C.22) вытекает тогда, что

bY = {0}. По теореме 1.9.3 отсюда следует, что X – связная группа.

Сказанное выше позволяет усилить предложение C.16 в случае, если характеристическая

функция µ̂(y) не обращается в нуль. Именно, можно утверждать, что существует элемент x ∈ X,

такой что 2x = 0 и σ(µ ∗ Ex) ⊂M , где M связная группа.

Докажем теперь основную теорему.

C.18. Теорема. Для того чтобы на группе X имело место равенство (C.5) необходимо и

достаточно, чтобы связная компонента нуля группы X не содержала элементов порядка 2.

Доказательство. Необходимость. Из того, что cX содержит элементы порядка 2, по лемме

7.6 вытекает, что существует такая компактная подгруппа КорвинаG группыX, что (G∗)(2) ̸= G∗.

Обозначим H = G∗ и рассмотрим подгруппу H̃ в H, состоящую из элементов, неограниченно

делимых на два, т.е.

H̃ =

∞∩
l=1

H(2l).

Как установлено при доказательстве леммы 7.6, фактор-группа L = H/H̃ – дискретная группа

без кручения, не содержащая отличных от нуля элементов, неограниченно делимых на два. По-

скольку H(2) ̸= H, то L ̸= {0}. Очевидно, что для каждого элемента u ∈ L, u ̸= 0 существует

такое целое неотрицательное число p(u), что уравнение 2p(u)v = u имеет решение в L, а уравнение

2p(u)+1v = u уже не имеет решения в L. Каждому элементу u ∈ L, u ̸= 0 сопоставим множество

Bu = {2pu}∞p=−p(u) и представим группу L в виде объединения непересекающихся множеств

L = {0} ∪
∞∪
k=1

Buk
.

Определим на множестве Buk
функцию

ψ(u) = 22pak, u = 2puk, p = −p(uk), p = −p(uk) + 1, . . . ,

где числа ak выбраны таким образом, что
∞∑
k=1

∞∑
p=−p(uk)

exp{−4pak} < 1.

По теореме 1.9.2 L∗ ∼= A(G, H̃). Обозначим K = A(G, H̃) и рассмотрим на группе K непрерывную

неотрицательную функцию

ρ(g) = 1 +

∞∑
k=1

∞∑
p=−p(uk)

exp{−4pak}(g, 2puk), g ∈ K.

Очевидно, что ρ(g) > 0 и ∫
K

ρ(g)dmK(g) = 1.
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Пусть µ – распределение на K с плотностью ρ(g) относительно mK . Мы имеем

µ̂(u) =

1, если u = 0,

exp{−ψ(u)}, если u ̸= 0.

Очевидно, что характеристическая функция µ̂(u) удовлетворяет уравнению C.2(i). Следователь-

но, по лемме C.2 µ ∈ ΓP (K). Очевидно, что числа ak можно выбрать таким образом, чтобы

µ /∈ Γ(K). Так как K ⊂ G ⊂ X, то распределение µ можно рассматривать, как распределение на

X. Необходимость, таким образом, доказана.

Достаточность. Пусть µ ∈ ΓP (X). Заметим, что если x ∈ X и 2x = 0, то µ ∗ Ex ∈ ΓP (X).

Поэтому, учитывая предложение C.16, мы можем считать с самого начала, что X = Rm ×G, где

m ≥ 0, а G – компактная группа Корвина. Предположим, что cX не содержит элементов порядка

2. Тогда из лемм 7.6 и 7.7 вытекает, что Y – также группа Корвина. Положим ν = µ ∗ µ̄ ∈ ΓP (X).

По лемме C.7 множество N = {y ∈ Y : ν̂(y) ̸= 0} – открытая подгруппа в Y . По теореме

1.9.4 отсюда следует, что K = A(X,N) – компактна группа. Отметим, что по теореме 1.9.4

N = A(Y,K). По лемме C.2 характеристическая функция ν̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i).

Из уравнения C.2(i) вытекает, что если 2y ∈ N , то y ∈ N . По лемме 7.2 отсюда следует, что

K – группа Корвина. Отметим также, что так как Y – группа Корвина, то из уравнения C.2(i)

следует, что и N – группа Корвина.

Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂(y) = |µ̂(y)|2 ≥ 0, y ∈ Y . По лемме C.9 отсюда следует, что ν

– безгранично делимое распределение. Положим λ = ν ∗ ν̄. Тогда λ – также безгранично делимое

распределение и λ ∈ ΓP (X). Обозначим через f(y) ограничение характеристической функции

λ̂(y) на N . Так как по теореме 1.9.2 N ∼= (X/K)∗, то по лемме C.10 f(y) является характеристи-

ческой функцией некоторого гауссовского распределения распределения на фактор-группе X/K.

Из лемм 7.6 и 7.7 вытекает, что фактор-группа X/K не содержит подгруппы, топологически изо-

морфной T. По теореме 4.6 любой делитель гауссовского распределения на фактор-группе X/K

является также гауссовским распределением. Из сказанного вытекает, что ограничение на N ха-

рактеристической функции µ̂(y) является характеристической функцией некоторого гауссовского

распределения на фактор-группе X/K.Следовательно, имеет место представление

µ̂(y) = ([x], y) exp{−φ0(y)}, y ∈ N,

где [x] ∈ X/K, φ0(y) – непрерывная неотрицательная функция на N , удовлетворяющая уравне-

нию 2.16(ii). По лемме C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет уравнению C.2(i).

Очевидно, что функция exp{−φ0(y)} также удовлетворяет уравнению C.2(i). Поэтому и функция

([x], y) удовлетворяет уравнению C.2(i). Отсюда следует, что 2[x] = 0. Поскольку N ∼= (X/K)∗ и

N – группа Корвина, то из 2[x] = 0 следует, что [x] = 0. В результате получаем представление

µ̂(y) =

exp{−φ0(y)}, если y ∈ N,

0, если y /∈ N.
(C.23)

По лемме 3.18 существует функция φ(y), продолжающая функцию φ0(h) сохранением ее свойств

с подгруппы N на Y . Пусть γ – гауссовского распределение на группе X с характеристической

функцией γ̂(y) = exp{−φ(y)}. Из (C.23) получаем µ̂(y) = γ̂(y)m̂K(y), y ∈ Y . Учитывая 2.7(b) и

2.7(c), отсюда вытекает, что µ = γ ∗mK . �
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C.19. Замечание. Как следует из доказательства теоремы C.18, условие: cX не содержит

элементов порядка 2, является необходимым и достаточным условием для того, чтобы из того,

что распределение µ ∈ ΓP (X) и µ̂(y) ̸= 0, при всех y ∈ Y, вытекало, что µ ∈ Γ(X) (ср. с леммами

7.8, 7.9 и теоремой 7.10, а также с леммами 9.6, 9.7 и теоремой 9.9).

C.20. Замечание. Доказательство достаточности в теореме C.18 опирается на леммы C.8–

C.10 и использует, в частности, групповой аналог формулы Леви–Хинчина 2.16(i). Мы докажем

ниже утверждение, которое позволяет дать принципиально другое доказательство достаточности

в теореме C.18, не использующее группового аналога формулы Леви–Хинчина.

C.21. Предложение. Пусть группа X такова, что Y – группа Корвина. Тогда, если распре-

деление µ ∈ ΓP (X) и µ̂(y) ̸= 0, при всех y ∈ Y, то µ ∈ Γ(X).

Доказательство. Замечание C.17 позволяет заменить распределение µ его сдвигом λ =

µ ∗ Ex ∈ ΓP (X) таким образом, что носитель σ(λ) содержится в некоторой связной подгруппе

группы X. Поэтому мы можем с самого начала предполагать, что X – связная группа. Тогда по

теореме 1.9.6 X – группа Корвина. В силу теоремы 1.9.2 условие: Y – группа Корвина, при этом

сохраняется. Таким образом, X и Y – группы с однозначным делением на два. Кроме того, по

теореме 1.9.3 Y – группа без кручения.

Положим ν = µ ∗ µ̄ ∈ ΓP (X). Из 2.7(c) и 2.7(d) вытекает, что ν̂(y) = |µ̂(y)|2 > 0, y ∈ Y . Так

как X – группа с однозначным делением на два, то X не содержит подгруппы, топологически

изоморфной T. Поэтому, если мы докажем, что ν ∈ Γ(X), то применяя теорему 4.6, получим,

что и µ ∈ Γ(X). Сказанное позволяет с самого начала предполагать, что характеристическая

функция µ̂(y) > 0 при всех y ∈ Y .

Зафиксируем элемент y0 ∈ Y, y0 ̸= 0, и рассмотрим подгруппу

L(y0) =
{m
2n
y0

}∞

m,n=−∞
.

Вложим подгруппу L(y0) в R естественным образом

m

2n
y0 →

m

2n
.

Обозначим через H образ подгруппы L(y) при этом отображении. Положим f(r) = µ̂(ry0), r ∈ H.

По теореме Бохнера f(r) – положительно определенная функция на H. Проверим, что функция

f(r) равномерно непрерывна на H в топологии, индуцированной на H обычной топологией R.

Обозначим f(1) = µ̂(y0) = a. По лемме C.2 характеристическая функция µ̂(y) удовлетворяет

уравнению C.2(i), а следовательно, и уравнению (C.6). Из уравнения (C.6) находим

f(2−n) = a4
−n
. (C.24)

Заметим, что при 0 < x ≤ 1, α > 0, выполнено неравенство

1− xα ≤ 1− x
x

α. (C.25)

Из (C.24) и (C.25) получаем

1− f(2−n) ≤ c 4−n, (C.26)
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где c = 1−a
a .

Заметим теперь, что для любых x ∈ X и y ∈ Y и любого натурального m выполнено неравен-

ство

1− Re(x,my) ≤ m2(1− Re(x, y)).

Отсюда следует, что для произвольного распределения λ ∈ M1(X) справедливо неравенство

1− Re λ̂(my) ≤ m2(1− Re λ̂(y)), y ∈ Y. (C.27)

Поскольку µ̂(y) > 0 при всех y ∈ Y , мы получаем из (C.27)

1− µ̂(my) ≤ m2(1− µ̂(y)), y ∈ Y. (C.28)

Положим теперь в (C.28) y =
y0
2n

и воспользуемся неравенством (C.26). Мы находим

1− f (m/2n) ≤ m2(1− f(2−n)) ≤ c (m/2n)2 . (C.29)

Из неравенства (C.29) вытекает равномерная непрерывность функции f(r) в топологии индуци-

рованной на H обычной топологией R. Следовательно, функция f(r) продолжается до непре-

рывной положительно определенной функции f(s) на R. По теореме Бохнера существует такое

распределение γ ∈ M1(R), что γ̂(s) = f(s).

Заметим теперь, что из равенства f(2r) = f(r)4, r ∈ H, вытекает, что f(2s) = f(s)4, s ∈ R,
т.е.

γ̂(2s) = γ̂4(s), s ∈ R.

Отсюда по лемме C.2 γ ∈ ΓP (R). Следовательно, по лемме C.11 γ ∈ Γs(R). Таким образом, мы

доказали, что,

f(s) = γ̂(s) = exp{−σs2}, σ ≥ 0.

Отсюда, в частности следует, что при n = 2, 3, . . . выполнено

f(ns) = (f(s))n
2
, s ∈ R.

Подставляя сюда s = 1 и возвращаясь к характеристической функции µ̂(y), находим

µ̂(ny0) = (µ̂(y0))
n2
. (C.30)

Поскольку y0 – произвольный элемент группы Y , то из (C.30) следует, что µ ∈ ΓU (X). Поскольку

Y – группа Корвина, то очевидно, выполнено условие (i) теоремы 6.6. По теореме 6.6 µ ∈ Γ(X).

�
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Комментарии и нерешенные задачи

ГЛАВА II

Общепринятое сейчас определение гауссовского распределения на локально компактной абе-

левой группе было впервые предложено Партасарати, Рао и Варадханом в [105]. Они определяют

гауссовское распределение γ, как распределение, удовлетворяющее условиям предложения 3.16 и

доказывают, что распределение γ является гауссовским тогда и только тогда, когда его характе-

ристическая функция представима в виде 3.1(i). В статье [105] установлены и основные свойства

гауссовских распределений. Отметим, что наряду с другими результатами, в [105] получено пред-

ставление для характеристической функции безгранично делимого распределения на локально

компактной абелевой группе (формула Леви–Хинчина). Результаты статьи [105] вошли затем в

монографии [89] и [104].

Предложения 3.6, 3.16, 3.17 и замечания 3.3, 3.4 и 3.12 принадлежат Партасарати, Рао и Ва-

радхану ([105]). При доказательстве леммы 3.18, утверждения 3.19(b) и изложении примера 3.15

мы следуем монографии Хейера [89]. При доказательстве предложения 3.6 мы следуем обзорной

статье Сазонова и Тутубалина [22]. Отметим также, что в [89] ряд результатов статьи [105] пере-

несен на локально компактные абелевы группы, не обязательно удовлетворяющие второй аксиоме

счетности.

Гауссовские распределения на конечномерном торе Tn изучались Зибертом в [110] (см. также

[89, §5.5]). Гауссовские распределения на бесконечномерном торе Tℵ0 , которым отвечает диаго-

нальная матрица в предложении 3.11, были изучены Бендиковым в [1], [2], Зибертом в [110] и

Бергом в [50] (см. также [44], [46], [51]). Предложения 3.8, 3.11 и 3.14 доказаны Фельдманом в

[26]. В связи с предложениями 3.11 и 3.14 см. также статью Бендикова и Салов-Косте [47]. От-

метим, что Зиберт в [110] доказал, что если на связной локально компактной абелевой группе X

существуют абсолютно непрерывные гауссовские распределения, то группа X локально связна

и удовлетворяет второй аксиоме счетности. Существование абсолютно непрерывных гауссовских

распределений для таких групп было доказано независимо Бендиковым ([1]), Зибертом ([110]) и

Бергом ([50]). Утверждение 3.19(c) принадлежит Фельдману. Гауссовские полугруппы на беско-

нечномерных локально компактных группах, не обязательно абелевых, были в последние годы

изучены Бендиковым, а также Бендиковым и Салов-Косте в связи с построенной ими теорией

потенциала на таких группах (см. напр. монографию Бендикова [45], а также статьи [48] и [49],

где можно найти дальнейшие ссылки).

Классическая теорема Крамера о разложении гауссовского распределения на вещественной

прямой была доказана в [59]. Этот результат был первым, относящимся к арифметике вероятност-

ных распределений. Отметим, что все известные доказательства теоремы Крамера используют

теорию функций комплексного переменного. Арифметике вероятностных распределений на веще-

ственной прямой и в пространстве Rm посвящены монографии [11], [12], [60] и обзорные статьи

[9], [103]. Этим же вопросам посвящена значительная часть монографий [96], [108]. Основные

результаты, относящиеся к арифметике вероятностных распределений на локально компактных

абелевых группах, содержатся в [65].

Марцинкевич в [97] заметил, что любое гауссовское распределение на группе T имеет негаус-

совские делители. Этот результат Марцинкевича передоказывался затем Мартин-Лефом ([84,
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замечание 4.5.1]) и Карналем ([56]). Разложение 4.1(i) отмечено Хейером в [88]. Фельдман в [25]

доказал, что если распределение γ на компактной абелевой группе X топологически не изоморф-

ной Z(2), удовлетворяет условию 4.1(i), то γ имеет неразложимый делитель. Леммы 4.2 и 4.3

доказаны Фельдманом в [24] и [26]. Предложения 4.4 и 4.5 доказаны Фельдманом и Фрынтовым

в [73]. Теорема 4.6 и предложение 4.10 были доказаны Фельдманом в [24]. При доказательстве

теоремы 4.6 мы следуем [26].

Существует несколько различных неэквивалентных определений многочленов на абелевых

группах (см. напр. [95], где эти определения сравниваются и устанавливаются алгебраические

условия на группу, при выполнении которых эти определения эквивалентны). Результаты 5.1–5.5

принадлежат Дьоковичу ([62]). Лемма 5.10 доказана Фельдманом в [24]. Утверждения 5.11–5.14

принадлежат Фельдману ([29]).

Урбаник в [112] определил гауссовское распределение на локально компактной абелевой груп-

пе как распределение γ, которое можно включить в непрерывную однопараметрическую подгруп-

пу (γt)t≥0, γ0 = E0, γ1 = γ, и удовлетворяющее условию 3.17(ii). В [112] был построен также

пример негауссовского распределения на двумерном торе T2, удовлетворяющего условию 3.17(ii).

Результаты §6 принадлежат Фельдману ([63]).

Задачи

II.1. Гауссовские распределения на связных не локально связных локально компактных абеле-

вых группах в силу предложения 3.14 сингулярны. Если X – связная локально связная локально

компактная абелева группа конечной размерности, т.е. X ∼= Rm×Tn, где m ≥ 0, n ≥ 0, то струк-

тура гауссовского распределения на X хорошо известна. Оно либо абсолютно непрерывно, либо

сингулярно (см. 3.15). Невыясненной остается структура гауссовского распределения на связных

локально связных локально компактных абелевых группахX бесконечной размерности, т.е. когда

X ∼= Rm × Tℵ0 , m ≥ 0.

II.2. Хорошо известно, что два гауссовских распределения в пространстве Rℵ0 либо взаимно

абсолютно непрерывны, либо взаимно сингулярны ([81]). Сазонов и Тутубалин в [22] сформу-

лировали задачу доказательства аналогичного утверждения для гауссовских распределений на

локально компактных абелевых группах. В [26] Фельдман дал решение этой задачи для связ-

ных локально компактных абелевых групп конечной размерности, а также связных локально

компактных абелевых групп бесконечной размерности, не содержащих подгруппы, топологиче-

ски изоморфной T. Нерешенной остается задача Сазонова–Тутубалина для связных локально

компактных абелевых групп бесконечной размерности, содержащих подгруппу, топологически

изоморфную T. Отметим, что из положительного решения этой задачи вытекает решение задачи

II.1.

ГЛАВА III

Теорема о том, что из независимости суммы и разности независимых случайных величин вы-

текает, что эти величины гауссовские, была независимо открыта Кацом ([91]) и Бернштейном

([3]). Этот результат – одна из наиболее известных характеризационных теорем. Классическим

характеризационным теоремам математической статистики посвящено огромное число публика-

ций. Отметим, в частности, фундаментальную монографию [7].
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В ситуации, когда случайные величины принимают значения в локально компактной абелевой

группе X, аналоги теоремы Каца–Бернштейна были впервые рассмотрены Рухиным в [20] и

[21] и Хейером и Роллом в [90]. Рухин в [20] доказал следующее утверждение. Пусть X и Y

являются группами Корвина, ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе

X и с распределениями µ1 и µ2. Если ξ1 + ξ2 и ξ1 − ξ2 независимы, то µj ∈ Γ(X) ∗ I(X) (ср. с

теоремой 7.10). Отметим, что работа Рухина [20] была первой статьей, в которой классическая

характеризационная теорема, именно теорема Каца–Бернштейна, была изучена на произвольных

локально компактных абелевых группах. Предложение 7.4 доказано Рухиным ([20]) и Хейером

и Роллом ([90]). Леммы 7.5, 7.8 и 7.9, а также основной результат §7 – теорема 7.10, доказаны

Фельдманом в [27]. Лемма 7.6 доказана Фельдманом в [32]. Лемма 7.7 доказана Фельдманом в

[65, предложене 9.20]. Результаты 7.13–7.16 принадлежат Миронюк ([13]).

Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в локально компактной абе-

левой группе X и с распределениями µ1 и µ2, имеющие независимую сумму и разность. Если

связная компонента нуля группы X не содержит элементов порядка 2, то согласно теореме 7.10

распределения µj являются свертками гауссовских и идемпотентных распределений. Первой ра-

ботой, в которой описаны распределения µj в ситуации, когда связная компонента нуля группы

X содержит элементы порядка 2, была работа Барышникова, Эйзенберга и Стадье [43]. Они опи-

сали возможные распределения µj в случае, когда X = T. Лемма 8.2 доказана в [43]. Приведенное

нами доказательство принадлежит Миронюк ([98]). Теоремы 8.5 и 8.8 доказаны Миронюк в [98].

Леммы 9.4, 9.6 и 9.7 доказаны Фельдманом в [27]. Лемма 9.5 доказана Фельдманом в [66].

Основной результат §9 – полное описание групп X, для которых имеет место равенство (9.2)

(теорема 9.9), был доказан Фельдманом в [27] и [66]. Отметим, что Рухин в [20] доказал равенство

(9.2) в предположении, что Y – группа Корвина. Хейер и Ролл в [90] доказали равенство (9.2)

для групп X, удовлетворяющих следующим условиям:

(i) X – группа Корвина;

(ii) либо Y = Y (2), либо Y/Y (2) ∼= Z(2).
Предложение 9.8 и лемма 9.10 принадлежат Фельдману. Учитывая леммы 7.5 и 9.10, легко

видеть, что результаты Рухина и Хейера и Ролла вытекают из теоремы 9.9. Результаты 9.11 –

9.14 принадлежат Миронюк ([13]).

Отметим, что гауссовские распределения в смысле Бернштейна на произвольных сепарабель-

ных метрических топологических абелевых группах, не обязательно локально компактных, были

изучены Бычковским в [54], [55] и Бычковской и Бычковским в [53]. В частности, для широко-

го класса таких групп X в [54] и [55] было доказано, что если µ – гауссовское распределение в

смысле Бернштейна без идемпотентных делителей на X и G – борелевская подгруппа X, то либо

µ(G) = 0, либо µ(G) = 1 (закон нуля или единицы).

Лемма 9.17 доказана в [7, лемма 1.1.1] для группы X = R. Это доказательство без изме-

нений переносится на локально компактные абелевы группы. Теорема 9.18 принадлежит Г.М.

Фельдману ([37]). Она обобщает один результат А.Л. Рухина ([21]).

Задачи

III.1. Пусть ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в связной локально

компактной абелевой группе X конечной размерности l и с распределениями µ1 и µ2, имеющие
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независимую сумму и разность. Описать возможные распределения µj . Заметим, что если l = 1,

то либо X = R, либо X = T, либо X = Σa, и описание возможных распределений µj в этом

случае вытекает соответственно из теоремы Каца–Бернштейна, следствия 8.6 и теоремы 8.8.

III.2. Задача III.1 в предположении, что X – связная локально компактная абелева группа

бесконечной размерности.

III.3. Задача III.1 для произвольной локально компактной абелевой группы X. Учитывая

лемму 7.5, задача сводится к случаю, когда X = Rm × K, m ≥ 0, а K – компактная группа

Корвина.

III.4. Описать носители гауссовских распределений в смысле Бернштейна. Принимая во вни-

мание лемму 7.5, можно предположить, что носителями являются классы смежности подгрупп

G вида G ∼= Rm ×K, где m ≥ 0, а K – компактная группа Корвина.

ГЛАВА IV

Пусть ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, – независимые случайные величины, αj , βj – ненулевые

вещественные числа. Теорема о том, что из независимости линейных форм L1 = α1ξ1+ · · ·+αnξn

и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn вытекает, что все случайные величины ξj – гауссовские, была доказана

независимо Скитовичем ([23]) и Дармуа ([61]). Этот результат подвел итог серии исследований,

обобщающих теорему Каца–Бернштейна. Теорема Скитовича–Дармуа была обобщена Гурье и

Олкиным ([82]) на случай, когда вместо случайных величин рассматриваются случайные векторы

ξj в пространстве Rm, а коэффициентами линейных форм L1 и L2 являются невырожденные

матрицы. И в этом случае из независимости L1 и L2 вытекает, что все случайные векторы ξj –

гауссовские.

Групповой аналог теоремы Скитовича–Дармуа был впервые рассмотрен Фельдманом в [31].

При этом предполагалось, что независимые случайные величины принимают значения в локально

компактной абелевой группе, коэффициенты линейных форм – целые числа, а характеристиче-

ские функции случайных величин не обращаются в нуль. Групповой аналог теоремы Скитовича–

Дармуа в ситуации, когда коэффициентами линейных форм являются топологические автомор-

физмы группы, был впервые рассмотрен Фельдманом в [33].

Теорема 10.3 и предложение 10.5 доказаны Фельдманом в [67]. Отметим, что теорема 10.3 для

произвольного a-адического соленоида Σa была доказана ранее в [33]. Предложение 10.8 доказа-

но Фельдманом в [31]. Приведенное нами доказательство принадлежит Миронюк. Теорема 10.12

принадлежит Шмидту ([109]). Доказательство Шмидта опиралось на формулу Леви–Хинчина

2.16(i). Приведенное нами доказательство принадлежит Фельдману ([71]). Оно отличается от

доказательства Шмидта и не использует формулы Леви–Хинчина. Теорема 10.16, предложения

10.17 и 10.18 принадлежат Фельдману ([67]). Утверждение, сформулированное в замечании 10.19

о равносильности утверждения (α) в замечании 10.19 и теоремы Крамера о делителях гаус-

совского распределения, принадлежит Линнику ([10]). Доказательство Линника без изменений

переносится на локально компактные абелевы группы. Результаты §11 принадлежат Миронюк

и Фельдману ([16], [18]). Леммы 12.2 и 12.10 и теоремы 12.6 и 12.11 принадлежат Миронюк и

Фельдману ([19]). Лемма 12.4 принадлежит Фельдману ([72]). Отметим, что лемма 12.3 по суще-

ству принадлежит Лайко ([94]), который доказал ее в случае Y = R. Доказательство леммы 12.3
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для локально компактных абелевых групп следует схеме ее доказательства для вещественной

прямой.

Задачи

IV.1. Дать описание возможных распределений µj в теореме 11.5 в случае (II), аналогичное

полученному в теоремах 12.6 и 12.11.

IV.2. Пусть X – связная локально компактная абелева группа конечной размерности l. Пусть

δ ∈ Aut(X), ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с распределе-

ниями µ1 и µ2, имеющие не обращающиеся в нуль характеристические функции. Предположим,

что линейные формы L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 независимы. Дать описание возможных рас-

пределений µj .

Из теоремы Скитовича–Дармуа, следствия 8.6 и теоремы 10.3 вытекает полное решение этой

задачи при l = 1. Из теорем 10.3, 11.5 и 12.6 вытекает частичное решение этой задачи при l = 2

(случай, когда X = T2 до конца не исследован). Случай, когда l ≥ 3, а группа X содержит

подгруппу, топологически изоморфную T, остается вообще не исследованным.

ГЛАВА V

Групповой аналог теоремы Скитовича–Дармуа в ситуации, когда независимые случайные ве-

личины ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, с распределениями µj принимают значения в конечной абелевой

группе X, а коэффициентами линейных форм являются автоморфизмы группы, был рассмотрен

Фельдманом в [33]. В [33] были доказаны леммы 14.1 и 14.3. Из лемм 14.1 и 14.3 вытекает опи-

сание класса конечных абелевых групп, на которых при любом n ≥ 2 независимость линейных

форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn влечет, что либо все µj – вырожденные

распределения, либо по крайней мере два распределения µj1 и µj2 идемпотентны. В [33] было

доказано также, что полученное описание класса конечных абелевых групп является полным в

следующем смысле: если X – конечная абелева группа, не принадлежащая указанному классу, то

либо при n = 4, либо при n = 6 существуют независимые случайные величины ξj , j = 1, 2, . . . , n,

со значениями в группе X и с распределениями µj /∈ I(X) и автоморфизмы αj , βj группы X

такие, что линейные формы L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и L2 = β1ξ1 + · · · + βnξn независимы. Ана-

логичные результаты были получены затем Фельдманом для компактных абелевых групп ([35])

и дискретных периодических абелевых групп ([36]). Лемма 14.9 была доказана в [35], а теорема

13.8 в [33]. Леммы 13.13, 14.15, 14.16 и 14.18 доказаны в [36]. Предложение 13.11 принадлежит

Фельдману. Лемма 14.22 принадлежит Миронюк ([14]) и является модификацией предложения

1, доказанного в [33]. Предложения 14.23 и 14.25 также принадлежат Миронюк ([14]) и уточняют

результаты, полученные ранее Фельдманом (см. соответственно [35, теорема 2] и [36, теорема 2]).

Теорема 14.27 принадлежит Миронюк ([14]).

В работе [38] на примере конечных абелевых групп Фельдман обнаружил, что классы групп,

на которых справедлива теорема Скитовича–Дармуа для n = 2 независимых случайных вели-

чин и для n ≥ 3 независимых случайных величин, существенно различны. Теоремы 13.1 и 13.6

были доказаны Фельдманом в [38]. Затем Фельдман и Грачик в [74] изучили теорему Скитовича–

Дармуа для двух независимых случайных величин на компактных вполне несвязных абелевых
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группах и связных компактных абелевых группах. Им принадлежат результаты 13.22–13.26 и

13.31–13.32. Теорема Скитовича–Дармуа для двух независимых случайных величин на дискрет-

ных абелевых группах была изучена Фельдманом и Грачиком в [41]. Им принадлежат результаты

13.14–13.20. Лемма 13.21 доказана Фельдманом. Результаты 13.27–13.30 принадлежат Фельдма-

ну и Грачику ([75]). Интересно отметить, что доказательство теоремы Скитовича–Дармуа для

дискретных абелевых групп при n = 2 (теорема 13.16), в отличие от доказательства теоремы

Скитовича–Дармуа для дискретных абелевых групп при n ≥ 3, (теорема 14.20 и предложение

14.25) не опирается на теорию Ульма.

Случаи, когда число независимых случайных величин n = 3 и n ≥ 4 несколько отличаются

друг от друга. Теорема Скитовича–Дармуа для конечных абелевых групп и трех независимых

случайных величин была изучена Фельдманом и Грачиком в [6]. Им принадлежат результаты

14.4–14.7 ([6]). Следуя схеме доказательства теоремы 14.7, теорема Скитовича–Дармуа в случае

трех независимых случайных величин для компактных вполне несвязных абелевых групп и дис-

кретных периодических абелевых групп была изучена Миронюк в [14]. Ей принадлежат леммы

14.12 и 14.19 ([14]).

Результаты §15 принадлежат Фельдману ([39], [40]).

Задачи

V.1. Существует ли компактная абелева группа X, не являющаяся ни связной, ни вполне

несвязной и обладающая следующим свойством: если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины

со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2 и αj , βj ∈ Aut(X), то из независимости

линейных форм L1 = α1ξ1 + α2ξ2 и L2 = β1ξ1 + β2ξ2 следует, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X)?

V.2. Задача V.1 при дополнительном предположении cX ∼= Σa, где a = (2, 3, 4, . . . ).

V.3. Пусть X = T2. Существует ли автоморфизм δ ∈ Aut(X) такой, что если ξ1 и ξ2 – неза-

висимые случайные величины со значениями в группе X и с распределениями µ1 и µ2, то из

независимости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 следует, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X)?

Отметим, что из рассуждений, проведенных в п. 1 доказательства теоремы 11.5, вытекает, что

если δ =

(
a b

c d

)
, где ad− bc = 1, a+ d = 2, то µ1, µ2 – вырожденные распределения.

V.4. На каких связных компактных абелевых группах X существует автоморфизм δ ∈ Aut(X)

такой, что если ξ1 и ξ2 – независимые случайные величины со значениями в группе X и с рас-

пределениями µ1 и µ2, то из независимости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и L2 = ξ1 + δξ2 следует,

что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X)?

Если f2 ∈ Aut(X), то по теореме 7.10 из независимости линейных форм L1 = ξ1 + ξ2 и

L2 = ξ1 − ξ2 вытекает, что µ1, µ2 ∈ Γ(X) ∗ I(X). Как следует из теоремы 15.7 для a-адических

соленоидов X = Σa условие: f2 ∈ Aut(X) является не только достаточным, но и необходимым для

существования автоморфизма δ ∈ Aut(X) с указанным свойством. Для произвольных связных

компактных абелевых групп, как следует из примера, построенного в замечании 15.9, это уже не

так.

V.5. Существует ли локально компактная абелева группа X, топологически не изоморфная

группе вида 14.27(i), и обладающая следующим свойством: для любых независимых случайных

величин ξj , j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2, со значениями в группе X и с распределениями µj и любых
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автоморфизмов αj , βj ∈ Aut(X) из независимости линейных форм L1 = α1ξ1 + · · · + αnξn и

L2 = β1ξ1 + · · ·+ βnξn следует, что все µj ∈ Γ(X).

ГЛАВА VI

Теорема о характеризации гауссовского распределения на вещественной прямой симметри-

ей условного распределения одной линейной формы при фиксированной второй была доказана

Хейде в [87].

Групповые аналоги теоремы Хейде были впервые рассмотрены Фельдманом в [68]. Результаты

16.1–16.10 доказаны Фельдманом в [69], а результаты 16.11–16.16 в [72]. Результаты 17.1–17.5

принадлежат Фельдману ([68]). Предложение 17.7, леммы 17.15, 17.16 и теорема 17.17 доказаны

Фельдманом в [68]. Результаты 17.8–17.14 принадлежат Миронюк и Фельдману ([15]). Теорема

17.14 для конечных абелевых групп, не содержащих элементов порядка 2 была доказана в [68].

Предложение 17.6 и утверждения 17.19–17.32 доказаны Фельдманом в [70]. Предложение 17.25 и

теорема 17.33 принадлежат Миронюк ([99]).

Задачи

Теоремы 16.2, 16.8 и 16.14 позволяют предположить, что справедливо следующее утвержде-

ние.

Гипотеза. Пусть G – подгруппа в X порожденная всеми элементами порядка 2. Пусть ξ1 и

ξ2 — независимые случайные величины со значениями в группе X и с такими распределениями

µ1 и µ2, что их характеристические функции не обращаются в нуль. Пусть αj , βj – топо-

логические автоморфизмы группы X такие, что β1α−1
1 ± β2α

−1
2 ∈ Aut(X). Предположим, что

условное распределение линейной формы L2 = α2ξ1 + β2ξ2 при фиксированной L1 = α1ξ1 + β1ξ2

симметрично. Тогда µj = γj ∗ ρj, где γj ∈ Γ(X), σ(ρj) ⊂ G, j = 1, 2.

VI.1. Доказать сформулированную гипотезу для следующих групп: X = T3; X = Tn, n ≥
4; X = Tℵ0 ; X – произвольная связная группа; X – произвольная группа.

VI.2. Доказать аналог теоремы Хейде для компактных вполне несвязных групп (ср. с теоремой

13.26).

VI.3. Доказать аналог теоремы Хейде для a-адических соленоидов (ср. с теоремой 15.7).

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Результаты приложения A принадлежат Миронюк и Фельдману ([17], [76]).

Пусть X – локально компактная абелева группа с однозначным делением на два, т.е. f2 ∈
Aut(X). Пусть τ : X2 7→ X2 — отображение, определяемое равенством τ(t, s) = (t + s, t − s). В

работах [57] и [58] Корвин изучил комплексные меры µj и νj на X, удовлетворяющие условию:

(µ1 ⊗ µ2)(τ(E)) = (ν1 ⊗ ν2)(E) для любого борелевского множества E ⊂ X2. В предположении,

что меры µj и νj абсолютно непрерывны относительно меры Хаара mX , производные fj(t) и gj(t)

мер µj и νj удовлетворяют уравнению

f1(t+ s)f2(t− s) = g1(t)g2(s)

для почти всех (t, s) ∈ X2. Очевидно, что функциональное уравнение Каца–Бернштейна A.2(i)

является частным случаем этого уравнения.
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Задачи

A.1. Пусть Y – локально компактная абелева группа не удовлетворяющая второй аксиоме

счетности, ε ∈ Aut(Y ). Будет ли подгруппа (I − ε)Y измерима? В частности, будет ли измерима

подгруппа Y (2)?

A.2. Существуют ли регулярно полные локально компактные абелевы группы, удовлетворя-

ющие второй аксиоме счетности, не являющиеся сильно регулярно полными?

A.3. Является ли условие A.15(i) необходимым, для того чтобы не обращающиеся в нуль непре-

рывные нормированные эрмитовы функции fj(y), удовлетворяющие уравнению (A.6), имели вид

A.11(i)?

Заметим следующее. Предположим, что Y – счетная дискретная абелева группа, обладающая

следующими свойствами:

(a) Y/Y (2) ∼= (Z(2))n, где либо n = 4, либо n ≥ 6;

(b) любой автоморфизм ε ∈ Aut(Y ) такой, что I − ε ∈ Aut(Y ), удовлетворяет условию: при

подходящем выборе образующих ei в фактор-группе Y/Y (2) автоморфизм ε̂, индуцированный

автоморфизмом ε в фактор-группе Y/Y (2), имеет вид ε̂ei = ei+1, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Из лемм A.12 и A.14 вытекает, что если группа Y со свойствами (a) и (b) существует, то

условие A.15(i) не является необходимым.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Пусть X – топологическая неабелева группа, удовлетворяющая второй аксиоме счетности.

Определение B.1 гауссовских распределений в смысле Бернштейна для неабелевых групп было

предложено Ноеншвандером в [100]. В этой же статье Ноеншвандер доказал, что в случае, ко-

гда X – группа Гейзенберга X = H, носитель гауссовского распределения в смысле Бернштейна

содержится в некоторой абелевой подгруппе группы X. Затем Ноеншвандер, Ройнет и Шот обоб-

щили этот результат на односвязные нильпотентные группы Ли ([101]). В статье Грачика и Лёба

[83] эти результаты обобщаются и усиливаются. Отметим, что в отличие от [101], доказательство

Грачика и Лёба для нильпотентных групп X не использует ни того факта, что X – группа Ли,

ни формулы Кемпбелла-Хаусдорфа.

Результаты приложения B принадлежат Грачику и Лёбу ([83]). В своем изложении мы следуем

статье ([83]).

Задачи

B.1. Описать разрешимые группы X, на которые может быть перенесено предложение B.12.

B.2. Построить пример топологической неабелевой группы X и гауссовского распределения в

смысле Бернштейна на X, носитель которого не содержится в абелевой подгруппе группы X.

ПРИЛОЖЕНИЕ C

В 1923 году Полиа доказал, что если ξ1 и ξ2 – независимые одинаково распределенные слу-

чайные величины такие, что ξ1 и ξ1+ξ2√
2

одинаково распределены, то ξj – гауссовские ([106]).

По-видимому, эта статья Полиа была первой публикацией, посвященной характеризационным
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теоремам. В ситуации, когда случайные величины принимают значения в локально компактной

абелевой группе X, аналоги теоремы Полиа и ее обобщений изучались Фельдманом в [28], [30],

[32] и [64]. Результаты приложения C принадлежат Фельдману ([28], [64]). Отметим, что лемма

C.11 вытекает из характеризационной теоремы Полиа. Доказательство леммы C.10 для группы

X не отличается от его доказательства для вещественной прямой и хорошо известно.
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111. Székelyhidi L. Convolution type functional equations on topological abelian groups. – Teaneck,

NJ: World Scientific Publishing, 1991.

112. Urbanik K. Gaussian measures on locally compact abelian groups // Studia Math. – 1960. – 19.

– P. 77–88.

278



Указатель обозначений

A — замыкание множества A 13

|A| — число элементов конечного множества A 13

Aσ — σ-й ульмовский фактор группы A 26

Aut(X) — группа всех топологических автоморфиз-

мов группы X 22

A(Y,B) — аннулятор множества B 18

α̃ — гомоморфизм, сопряженный к α 21

ℵ0 — наименьшее бесконечное кардинальное число 14

bX — боровская компактификация группы X 361

bX — множество всех компактных элементов группы

X 12

C — множество комплексных чисел 14

cX — связная компонента нуля группы X 12

Γ(X) — множество гауссовских распределений на

группе X 39

Γs(X) — множество симметричных гауссовских рас-

пределений на группе X 39

ΓB(X) — множество гауссовских распределений в

смысле Бернштейна на группе X 127

ΓP (X) — множество гауссовских распределений в

смысле Полиа на группе X 387

ΓU (X) — множество гауссовских распределений в

смысле Урбаника на группе X 83

∆a — аддитивная группа a-адических целых чисел

15

∆h — оператор конечной разности 13

∆p — аддитивная группа p-адических целых чисел 15

B(X) — σ-алгебра борелевских множеств на группе

X 28

D(X) — множество вырожденных распределений на

группе X 29

dim X — размерность группы X 13

e(F ) — обобщенное распределение Пуассона, порож-

денное конечной мерой F 35

Ex — вырожденное распределение, сосредоточенное

в точке x 29

Eh — оператор сдвига 70

fn 13

Ha — подгруппа в Q 20

hp(a) — p высота элемента a 16

I(X) множество идемпотентных распределений на

группе X 34

IB(X) — [ = ΓB(X) ∩ I(X)] 94

IP (X) — [ = ΓP (X) ∩ I(X)] 388

χ(a) — характеристика элемента a 16

µ̄ 28

µ∗n 28

µ ∗ ν — свертка распределений 28

µn ⇒ µ 31

µ̂(y) характеристическая функция распределения µ 31

mX — мера Хаара группы X 34

M1(X) полугруппа вероятностных распределений на

группе X 28

N — множество натуральных чисел 14

P — множество простых чисел 14

P
ι∈I

Kι — прямое произведение групп 13

P∗
ι∈I

Dι — слабое прямое произведение групп 13

Q — аддитивная группа рациональных чисел 16

R — аддитивная группа вещественных чисел 14

Rℵ0 — пространство всех последовательностей веще-

ственных чисел 47

Rℵ0∗ — пространство всех финитных последователь-

ностей вещественных чисел 48

r(D) — ранг группы D 13

σ(µ) — носитель распределения µ 28

Σa — a-адический соленоид 16

Σp — p-адический соленоид 16

T — группа вращений окружности (одномерный тор)

14

t(A) — тип однородной группы A 16

Xn — 13

Xn∗ — 13

Xd — группа X в дискретной топологии 361

X(n) — [ = {x ∈ X : nx = 0}] 13

X(n) — [ = {nx : x ∈ X}] 13

X∗ — группа характеров группы X 17

(x, y) — значение характера y ∈ Y на элементе x ∈ X

17

[x] — элемент фактор-группы 13

x+G — элемент фактор-группы X/G 13

ω — наименьшее бесконечное порядковое число 14

Z — аддитивная группа целых чисел 14

Z(m) — группа вычетов по модулю m 14

Z(p∞) — 14

A+B — [ = {x ∈ X : x = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}] 13
∼= — топологический изоморфизм групп 12

⟨·, ·⟩ — скалярное произведение в Rk 14

⟨x1, . . . , xn⟩ — подгруппа, порожденная элементами

xj 361

279



Предметный указатель

Автоморфизм топологический

– регулярный 361

– сильно регулярный 376

a-адический соленоид 16

Аннулятор 18

Группа

– без кручения 12

– делимая 13

– Корвина 13

– ограниченная 25

– однородная 16

– периодическая 12

– – p-примарная 25

– регулярно полная 361

– – сильно регулярно полная 377

– редуцированная 25

– с однозначным делением на два 103

– топологических автоморфизмов 22

– – группы ∆p 23

– – группы R 22

– – группы Σa 23

– – группы Tm 23

– – группы Z 22

– характеров 17

– – группы ∆p 19

– – группы R 19

– – группы Σa 20

– – группы T 19

– – группы Z 19

– – группы Z(m) 19

– – группы Z(p∞) 19

– – замкнутой подгруппы 19

– – прямого произведения 18

– – – слабого прямого произведения 18

– – фактор-группы 19

Делитель распределения 28

Допустимое целое число для группы 153

Заряд 28

Инвариант Ульма–Капланского 27

Мера 28

– структура меры 52

– Хаара 34

Многочлен на абелевой группе 14

– степень многочлена 14

Независимое подмножество 12

Носитель распределения 28

Оператор конечной разности 13

Подгруппа

– базисная 271

– однопараметрическая 12

– порожденная множеством 13

– сервантная 25

– характеристическая 22

Последовательность Ульма 27

Преобразование Фурье распределения 31

Произведение групп

– прямое 13

– слабое прямое 13

Ранг группы 12

Распределение 28

– безгранично делимое 35

– вырожденное 29

– гауссовское 39

– – в пространстве Rℵ0 47

– – в смысле Бернштейна 127

– – в смысле Полиа 387

– – в смысле Урбаника 83

– – симметричное 39

– идемпотентное 34

– обобщенное Пуассона 35

– сосредоточенное на множестве 28

– условное 38

Распределения

– равномерно бесконечно малые 388

Свертка распределений 28

Сдвиг распределения 29

Случайная величина 29

– независимые случайные величины 29
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Сопряженный гомоморфизм 21

Теорема

– Бохнера 32

– Прюфера 25

– Гурье–Олкина 147

– двойственности Понтрягина 17

– Какутани 53

– Каца–Бернштейна 92

– Крамера 37

– Марцинкевича 68

– о замкнутых подгруппах в Rn 24

– Скитовича–Дармуа 147

– структурная для делимых абелевых групп 26

– структурная для компактных абелевых групп

без кручения 21

– структурная для локально компактных абе-

левых групп 20

– структурная для связных локально компакт-

ных абелевых групп 20

– Суслина 30

– Хейде 298

Тип группы 16

Ульмовский тип 27

Ульмовский фактор 26

Формула Леви–Хинчина 35

Функциональное уравнение

– Каца–Бернштейна 93

– Скитовича–Дармуа 149

– Хейде 298

Функция

– n-аддитивная 71

– нормированная 14

– положительно определенная 32

– симметричная 72

– характеристическая 31

– – гауссовского распределения 39

– – распределения 31

– – распределения Хаара 34

– – случайной величины 31

– эрмитова 362

Характер 17

– непрерывный вещественный 75

Элемент

– делится на целое число n 83

– зависящий от элементов 85

– компактный 12

– неограниченно делимый 83

– p-высота элемента 16

– характеристика элемента 16
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